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PREFACIO 


Neste volume final da serie Fisica Basica , conciufmos a apresentacao da fisica 
classica e abordamos a fisica do seculo XX. A concepcao mantdm-se fiel aos ob- 
jetivos adotados ein toda a obra: enfatizar as ideias e principios fundamentals. Es- 
peramos quo a conclusao do projeto torne aparcntc a estreila unidade e interligacao 
entre os diferentes volumes. 

Os capftuios 2 a 5 sao dcdicados a otica. Na otica gcometrica, destaca-se a 
bela analogia otico-mecanica de Hamilton, de grande relevancia na introducao da 
fisica quantica e na compreensao de seu relacionamenio com a ffsica classica. 

Os fcnomenos da otica ondulatoria desempenham um papel nao menos impor- 
tante na transicao para a mecanica quantica, justificando um traiamento mais com- 
plcto do qu e 6 usual neste nfvel. Nas aplicacoes, foram inclufdas difracao de raios 
X e holografia. 

O capftulo sobre polarizacao tamb6rn mcreceu destaque especial, pois 6 usado 
como base para a formuiacao dos principios da fisica quantica. Em particular, a 
reflexao total f rust rad a ilustra os efeitos de lunelamento. 

Na introducao a relatividade restrita (capftulo 6), sao discutidos cuidadosa- 
mente todos os efeitos cinematicos da transformacao de Loren tz e e dada uma bre- 
ve apresentagao da dinamica relativfstica, inclnindo a inercia da energia. Ha tam- 
bcm uma introducao quaiitativa a relatividade geral. 

No capftulo 7 , e revisto o dcsenvolvimento historico que levou a formuiacao 
da mecanica quantica. Sao introduzidas as ordens de grandeza basicas caracterfsti- 
cas da escala atomica. O acompanhamento em paralelo no laboratorio, indispen- 

savel em todo o curso. e especialmente importante nesta parte. 

✓ 

E nos capitulos de 8 a 10, que cont6m a introducao a ffsica quantica. quc o 
tratamenlo mais diverge dos usuais. Em lugar de desenvolver a mecanica ondu- 
latoria, fomentando a ilusao de que basta cstcnder um pouco as ideias sobre ondas 
classicas, enfatiza-se o curator radical das mudancas iniroduzidas pela quantizacao. 
procurando formular os principios de forma a servir como base correta para genera- 
lizacoes ulteriores. 

A formuiacao dos principios da teoria quantica e inteiramente baseada no con- 
cede de estados de polarizacao de fotons. que permite introduzi-los corrctamenle. 
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utilizando a intuigao desenvolvida na otica e com grande economia, a exemplo do 
que foi feito por Dirac no capitulo inicial de sea extraordinario tratado. 

A extens&o & equacao de Schrddinger, no capitulo 9, torna-se natural, general i- 
zando o formal ismo sem alterar os principios basicos. As aplicacoes, no capitulo 
10. visam ilustrar os mais importantes efeitos quanticos e os principals tipos de 
espectros dc energia encontrados. incluindo os espectros de bandas da ffsica dos 
sblidos. 

A ultima secao trata da interpretaqao da mecanica quantica, tema em que tern 
havido importantes progressos recentes, lanio teoricos como experimentais. 

Consideramos inteiramente inutil incluir os habituais capftulos sobre ffsica 
“modema” (ffsica atomica. nuclear e de parlfculas de altas energias). pois so po- 
dem limitar-se, neste nfvel, ao caiater de divulgaqao cientifica. Para a formacao de 
engenheiros. em especial, devem ser inclnfdos nnm cnrso independents posterior A 
base de ffsica quantica aqui fornecida permile acesso a esses topicos sem maiores 
dificuldades. 

Mesmo assim, este volume e apreciavelmente mais extenso que os anteriores. 
O material foi todo ministrado pelo autor, mais de uma vez. em um semestre, com 
seis horas de aula semanais. Em cursos mais compactos, sera necessaria uma se- 
lecao. 

Como nos volumes anteriores. os problemas no final de cada capitulo foram 
cuidadosamente escolhidos para ilustrar e testar a compreensao da materia. Listas 
de problemas e um curso paralelo de laboratorio sao essenciais. 

Atribui-se a Dirac a observacao de que nunca se deve iniciar uma frase sem 
saber como se vai termina-la. Se o autor tivesse pressentido. ao empreender esta 
obra. que demoraria quase vinte anos para completa-la, e possive! que nao a tivesse 
levado a cabo. O estfmulo para faze-Io veio principalmente dos estudantes, a quern 
ela e dedicada. Entretanto. teria sido inviavel sem a compreensao e o apoio de 
minha esposa Michel ine, a quern reitero lodo o meu reconhecimento. 

Agradeco ainda a Fundagao Jose Bonifacio, da Universidade Federal do Rio 
de Janeiro, pelo seu auxflio. 


Rio de Janeiro, 7 de julho de 1998 
H. Moyses Nussenzveig 



o que e a 3uz? Como se propaga? Como e gerada? 

Essas sao algumas das questoes fundamentals que abordaremos na primeira 
parte deste curso. 

Vamos discutir de imcio alguns dos aspectos mais simples da propagacao da 
luz, parcialmente conhecidos desde a antigiiidade, objeto da otica geometries 

Os fenomenos da otica geometrica sao compativeis com a teoria corpuscular 
da luz , da qual se costuma (erroneamente) citar Newton como principal partidario. 
A teoria rival, a teoria ondulatSria da luz, teve sua primeira grande contribui^ao no 
“Tratado sobre a Luz” de Christian Huygens, publicado em 1690. onde se encontra 
forniulado o Principio de Huygens . que desempenha um papel fundamental no 
tratamento da propagacao de ondas. 

A “Otica” de Newton, publicada em 1704 e revista em 1717, 6 uma obra ex- 
traordinary. Relata seus resultados sobre a decomposi^ao espectral da luz branca e 
observacoex de efeitos ondulatorios, como os aneis de Newton, incluindo determi- 
nacoes precisas de comprimentos de onda. As ideias de Newton sobre a luz combi- 
navam as tcorias coipusculai c uudulaiuria, Icuibiaiido uni poucu a alual teoria 
quail tica. 

O triunfo da teoria onduiatoria sobreveio no infeio do seculo passado, com os 
trabalhos de Thomas Young e Augustin Fresnel sobre os efeitos de interferencia e 
difracao. 

A obra de Huygens jd continha uma discussao dos efeitos de dupla relracao, 
relacionados com a polarizaqao da luz, que tambem foram discutidos por Newton 
e depois por Fresnel, levando a eonclusao de que as ondas de luz sao transversals, 
e nao longitudinals como as de som. 

Vimos no curso de eletromagnetismo (FIs. Bds. 3) que Maxwell, em 1861, ap6s 
formular as equates basicas do campo eletromagnetico, deduziu delas a existencia 
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de ondas cletromagneticas, propagando-se com a velocidade da luz, levando-o a 
inferir que a luz 6 uma onda eletromagnetica. A confirmacao experimental da teo- 
ria eletromagnetica da luz rcsultou das experiencias de Hertz, em 1888, em que 
produziu ondas elctromagneticas (de radio) e mostrou que tinham propriedades 
analogas as da luz. A aniena dipolar que empregou constitui o modeio classico 
mais simples do processo de geragdo de ondas eletromagneticas. 

Tentativas de dctcctar um suporte material das ondas (o “eter”) culmmaram na 
experiencia de Michelson e Morley. em 1887, cujo resultado negativo, juntamente 
com outras evidences da inexistencia do eter, foi uma das origens da teoria da 
relatividade restrita, formulada por Einstein em 1905, que discutiremos na segunda 
parte do curso. 

Ciiriosamente, foi nas experiencias de Hertz, feitas para comprovar a teoria 
eletromagnetica da luz, que ele observou as primeiras evidences do efeito foto- 
elctrico , que iria contribuir para o renascimento de uma teoria corpuscular. 

A luz do sol, cujo espectro contmuo foi revelado por Newton, e um exemplo 
de radiacdo termica , emitida por um corpo a temperatura elevada. Foram dificul- 
dades cm conciliar as leis da radiacao termica com a ffsica classica que levaram 
Max Planck, em 1900, a formular sua revolucionaria hipotese dos quanta, a origem 
da teoria quantica. 

Em 1905, Einstein mostrou que os resultados observados no efeito fotoele- 
trico, que tambem pareciam inexpliedveis pela ffsica cldssica, podiam ser expli- 
cados estendendo a luz a hipotese de. Planck e descrevendo-a em termos de fotons , 
com carater corpuscular. 

O espectro da luz emitida por vapores atomicos, como numa l&mpada de so- 
dio, nao e contmuo como o da luz solar: e um espectro de raias. Mais uma vez, a 
ffsica classica nao o explica, como nao explica a existencia de atomos. A estrutura 
atOmica e o processo elemental' da emissao de luz por um atomo so puderam scr 
explicados pela teoria quantica. Foi ela tambem que permitiu reconciliar a coexis- 
tencia de aspectos corpusculares e ondulatorios da luz. 

Uma introducao a teoria quantica sera dada na terceira parte deste curso. 

A otica e atualmente uma das areas mais ativas da ffsica, em boa parte devido 
a invencao de um novo tipo de fonte de luz, o laser , que data dos anos 60. Apli- 
cagocs importantes da luz laser sao encontradas em praticamente todas as areas da 
ciencia e da tecnologia. 

Entre as aplicacSes praticas mais promissoras em desenvolvirnento encontram- 
se aquelas rclacionadas com comunicacoes oticas e computacao otica. 
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2«1 pefiliitegg dm Buz 

Num meio homogeneo, como o ar dentro de uma sala ou o espago inter- 
ested, a lu l se propaga em linha reta. Isso e particularrnente reconhecfvel quando 
a fonte de luz e “puntiforme”. ou seja. de dimensoes despreziveis em confronto 
com as demais quo entrain na observacao: um exemplo e um buraquinho de alfineie 
iluminado mini anteparo opaco. 



Fig. 2.1 Propagsgao retillnsa ds luz 


Nesse caso, um obstaculo opaco ilumina- 
do pel a fonte F puntiforme projeta uma 
s'omhra de contornos bein nitidos, defini 
dos pcla propagagao retilinea (fig. 2.1). 



Analogamente, numa camara escurci (fig. 
2.2). forma-se uma imagem (invertida) dc 
tim objeto, representando uma forma pri- 
mitiva de aparelho fotografico. 


Fig. 2.2 Camara escura 



Ofics geoneincd 


Um feixe conico de luz de abertura muito pequena chama-se um pincel de 
raios luminosos, e no limite idealizado em que a abertura tende a zero tem-se um 
raio de luz, uma linha reta num meio homogeneo. Na teoria corpuscular, um raio 
representa a trajetoria de um corpusculo de luz. 

Para a teoria ondulatbria, a propagacao retilinea da luz parece diffcil de expli- 
car, como foi observado por Newton. As ondas sonoras nao tem propagacao re- 
tilfaea. Assim, por exemplo, ouvimos a voz de uma pessoa que fala do lado de fora 
de uma sala com a porta entreaberta mesmo quando a pessoa esta fora da linha de 
visao. 

Conforme vimos no curso de acustica ( Ffs.Bas . 2), Huygens procurou explicar 
a propagacao retilinea na teoria ondulatoria atraves de seu celebre Princfpio. Numa 
onda, temos de examlnar a propagacao da fase da onda, que define suas cristas e 
vales. Uma f rente de onda (em 3 dimensoes. e uma superffcie) e o lugar geome- 
trico de pontos que tSm a mesma fase, p. ex., pertencem todos a mesma crista de 
onda. 



Fig. 2.3 Princfpio de Huygens 



O Princfpio de Huygens pode ter sido 
motivado pcla observacao de ondas na 
superffcie de um tanque com agua. Sabe- 
mos neste caso que uma frente de onda 
que atinge uma barreira em que ha uma 
pequena abertura (fig. 2.3) gera ondas 
circulares do outro lado; a porgao da 
frente de onda nao obstruida comporta-se 
como uma fonte puntiforme. 


Segundo Huygens, cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte 
puntiforme , gerando ondas secunddrias. Num meio homogeneo. essas ondas sao 
ondas esf ericas com centro na fonte, propagando-se com a velocidade das ondas no 
meio. 

Dada uma frente de onda initial, Huygens propoe uma construgao geometrica 
para obter a frente de onda num instante posterior: Consideram-se todas as ondas 
secunddrias emanadas de pontos da frente de onda inicial nao obstruidos por obsta- 
culos. A frente de onda no instante posterior considerado e a envoltoria desscis 
ondas secunddrias. 



5 . 1 ?rop<’g<*£lo reiilhed Uti !uz 


A ^ envoltoria 2 dc uma famflia de super- 

^ £ ffcies (fig. 2.4) e uma superffeie que em 
Fig. 2.4 Envoltoris cada um de seus ponxos £ tangente a uma 

das superficies da familia, ou seja, tangencia todas elas. A ideia basica dc Huygens 
6 quc cada onda secunddria isoladamente e demasiado fraca para produzir efeitos 
perceptiveis. So produzem efeitos na envoltoria 2, porque sobre da muitas ondas 
secundarias vizinhas se reforcam. 


P ! 



Fig. 2.5 Frentes de ondas nos instantes f e t+ot 


Se tomarmos duas frentes de onda em 
instantes separados por dt , ou seja, 2, e 
I f fdr (fig. 2.5), vemos entao que a onda 
secundaria emanada dc P c tangente a. en- 
voitoria em P', ou seja, PP r e normal a 
envolrdria, e 


PP' = vdt | (2.1) 


onde yea velocidade da onda no meio. Podemos entao identificar P P' com a 
direcao do raio luminoso , ou seja, os raios sao as irajeiorias onogonais das fren- 
tes de onda. 



Fig. 2.6 Explicacao de Hu/gens para 
a propagacao retilinea 


A explicagao de Huygens para a propa- 
gacao retilinea da luz e a formacao de 
sombras esta ilustrada na fig. 2.6, onde a 
frente de onda AR, proveniente da fonte 
punti forme F, incidc sobre uma abertura 
num anteparo opaco. A envoltoria CD do 
outro lado da abertura e gerada apenas 
pclos pontos de AB nao obstruidos, e por 
isto fica limitada pelos raios extremos FC 
e FD que passam pela abertura. 


Embora exists penetracao de ondas secundarias na regiao de sombra, a en- 
voltoria 6 interrompida em C e D, e ondas secundarias sem envoltoria, segundo 
Huygens, sao fracas demais para serem percebidas. 
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Na realidade, a luz penetra, embora muito fracamente, na regiao de sombra, o 
que constitui o fendmeno da difragQo , ja descrito por Grimaldi em 1665. 

Quao fortes sao os efeitos de difracao depende de um parametro que nao foi 
levado em conta por Huygens: o comprimento de onda X. As ondas descritas por ele 
nao correspondem necessariamente a oscilacoes periodicas; ele as imaginava como 
uma serie de pulsos. 

Newton nao so descobriu a decomposicao espectral da luz branca em suas 
componentes monocromaticas, como percebeu que cada cor corresponde a um com- 
primento de ondabem definido e mediu X com grande precisao: o valor que obteve 
para luz alaranjada e compatfvel com os resultados atuais. 

Os comprimentos de onda tipicos na regiao visfvel do espectro (do vermelho 
ao violcta) sao infcriorcs a 1pm = 10~ 3 mm: vao de 0,d um (violeta) a 0,7 jam 
(vermelho). Os desvios da propagacao retilmea e da otica geometrica. conforme 
veremos mais adiante, sao tanto maiores quanto maiores as razoes TJd, onde cl re- 
presents dimensdes tipicas envolvidas na propagagao das ondas: tamanho de obsta- 
culos ou do orificios, raio de curvatura de objetos ou frentes de onda, etc... 

Para luz visfvel e situacoes quolidianas, Xld 6 tipicamentc 5- 10"-' e os desvios 
sao muito pequenos. Ja para ondas sonoras. os comprimentos de onda tipicos sao da 
ordem das dimensSes macroscopicas (para a freqtiencia sonora media da voz humana, 
v ~ 1 kHz, o perfodo T - 10“ 3 s e X = vt ~ 3 x 1 0 2 m7s x 10~ 3 s - 30 cm). E por isso que 
a “acustica geometrica” nao seria uma boa aproximacao. 

Do ponto de vista ondulatorio, a 6uca geometrica £ uma aproximacao vdlida 
para comprimentos de onda muito pequenos em confronts com as dimensdes tipi- 
cas envolvidas. 

Reflexdo e relrafi© 

Que acontece quando a luz passa de uma meio homogeneo a outro? Na inter- 
face entre os dois, ha uma dcscontinuidadc das propriedades materials (do ponto de 
vista macroscopico: microscopicamente, ha uma regiao do transicao atraves de va- 
rias camadas atOmicas). 

Seja Z a superficie de separacao entre dois 
meios transparentes 1 e 2 (p. ex. ? ar e agua, 
ou agua e vidro), e consideremos um raio 
de luz incidente no meio 1 sobre um ponto 
P da interface Z (fig. 2.7). 

Do ponto de vista da otica geometrica (X 
« raio de curvatura em P), podemos 




2 .2 Refiexso z raredks 7 

substituir L, nas vizinhancas de P, pelo piano tangente rialno ponto P (fig. 2.7): 
tudo se passa como se a interface fosse plana, dada por 11. Seja n o vetor unitario 
da normal aE(ea FI) em P. Chama-sc piano de incidencia o piano que contcm o 

A A 

raio incidente P> P e a normal n. e angulo de incidencia o ansulo 0i entre P.Pe n 


(fig. 2.7). 



Fig. 2.8 Angulos do reflexao e refracao 


A experiencia mostra que o raio incidente 
d£ origem geralmente a urn raio refletido 
PPi" quc volla para o meio 1 e forma 
com a normal o angulo de reflexao 0/ e 
aum raio refratado P P? transmitido para 
o meio 2. que forma com a direcao da 
normal urn angulo 9 : , o angulo de re- 
fracao (fig. 2.8). 


A lei da reflexao , ja conhecida na Grecia antiga, diz que o raio refletido per- 
tence ao piano de incidencia, e o angulo de reflexao e igual ao de incidencia: 



( 2 . 2 ) 


A lei da refracao, descoberta por Wiilebrord Snell em 1621 e reencontrada 
por Descartes em 1637. diz quc o raio refratado tambem permanece no piano de 
incidencia , e 


(2.3) 



onde n 12 e uma constante que se chama Indie e de refracao do meio 2 relative) ao 
meio 1. Se n \ 2 > 1. como p. ex. ao passar do ar para a Igua, diz-se que o meio 2 e 
mats refringente que Leo raio refratado se aproxima da normal; sc n- l2 < 1 (ao 
passar do vidro para a agua. p. ex.), o meio 2 6 me nos refringente. c o raio re- 
fratado se afasta da normal. 

Convem observar que a constancia do indice de refracao relativo vale para luz. 
monocromdrica : nn varia com a cor, o que constitui o fenomeno da dispersdo, 
responsavel pela separacao das cores nas experiences de Newton com prismas. 
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Como se explicam as leis da reflexao e da refracao nas teorias corpuscular e 
ondulaloria? 

E facil explicar a reflexao pela teoria corpuscular; se uma bola de tenis sofre 
uma reflexao elastica no solo ? a componente vertical de sua velocidade se inverte, 
sem que a componente horizontal se alters, o que implica na igualdade enlre o 
angulo de reflexao e o de incidencia. 


A explica^ao corpuscular da refracao esta 
ilustrada na fig. 2.9, adaptada da figum 
original de Descartes. Uma bola de tenis 
que penetra do ar na agua no ponto B 
dcsvia-se da sua trajetoria original BD 
para Bl, pois perde parte da componente 
vertical de sua velocidade ao penetrar na 
agua, onde se desloca com velocidade 
menor. 



Fig. 2.9 Explicacao corpuscular da retrace) 



Fig. 2.10 Efeito da descontinuidade normal 


sen 9, _ v 2 
sen 0 2 v, 


Se vi e V 2 sao as magnitudes das veloci- 
dades dos corpusculos nos dois meios, a 
descontinuidade na interface muda a 
componente normal da velocidade 
( v'2 n =£ Vi„), sem alterar a componente 
tangential (fig. 2.10): 


v 2 , = v 2 sen 0 2 - v, ( = v, sen 0, (2.4) 


o que da 





(2.5) 


ou seja, a velocidade da luz deveria ser maior na dgua do que no ar (m2 > ' )• 




Na realidade, a velocidade na agua iria diminuindo, devido a viscosidade. Uma analogia mais adequada 
seria a penetrayao atraves dc uma lamina delgada, alterando apenas a componente normal. 




2.2 ReflexdO e refagso 9 


O que a teoria corpuscular nao explica 6 por que pane da luz se refleie e parte 
se refrata. Quando um corpusculo de luz chega a interface, o que decide se ele vai 
se refietir ou se refratar? Newton tinha plena consci£ncia dessa dificuldade, e para 
resolve-la propos sua teoria dos “acessos”. Os corpusculos teriam “acessos de facil 
reflexao”. quando se refletiriam, e “acessos de facil transmissao”, quando seriam 
refratados. Esses acessos seriam periodicos, regulados por uma onda que se propa- 
garia juntamente com o raio de luz. Essa teoria e ate certo ponto reminiscente da 
atual teoria quantica da luz. 

Na teoria ondulatoria, nao ha qualquer dificuldade para explicar a reflexao e 
transmissao parciais. Se prendermos uma a outra duas cordas de densidades difc- 
rentcs, p. ex., uma onda que chega a juncao e parcialmente reflelida e parcialmentc 
refratada, em proporcoes detemiinadas pelas “condicoes de contorno” na juncao 

O Principio de Huygens permite obter fa- 
cilmente a lei da reflexao. Seja Q Pi (fig. 
2.11) uma frente de onda incidente sobre 
a interface segundo o angulo 0] (que e 
tambem o angulo cntre o raio incidente 
Pi P e a normal h ). 

O ponto Pj da frente incidente atinge a interface apos urn tempo d / vi, onde 
d = Pi P e vi 6 a velocidade da onda no meio 1. Nesse instante, a onda secundaria 
gerada por Q ja tera atingido o ponto Q' ( , com Q Q\ = d ; a frente de onda re- 
fletida (envoltoria das ondas secundarias geradas na interface) e P Q'i (a figura 
mostra outro ponto de contato C com a envoltoria, correspondents ao raio ABC). 

Os triangulos retangulos QPi P e PQ'i Q sao iguais, pois t6m a hipotenusa QP 
comum e os catetos iguais QQ'i = d = Pj P. Logo, 0'i = 6i . 

A expiica^o da lei da refragao e an^lo- 
ga. A frente de onda incidente Q Pj da 
origem a frente de onda refratada Q 2 P. 
pela construcao de Huygens (fig. 2.12). O 
tempo necessario para que a luz percorra 
a distancia d\ = Pi P no meio 1 e o 
inesmo levado para percorrer dj = QQ 2 
no meio 2. Logo, se vj e v 2 sao as veloci- 
dades de propagagao das ondas nos meios 



(veja Fis. Bas. 2, Probl. 5.11). 



Fig. 2.11 Explicacao ondulatoria da reflexao 



Ocico seom&rica 


1 e 2 respcctivamente, e f e esse tempo* temos 



v l v 2 


(2.6) 


Os triangulos retangulos QPiPe Q Q 2 P dao; 


cl ] = Q P sen 0j ; d 2 - Q P sen 0 2 
Logo, usando a (2.6), 


(2.7) 


Comparando as (2.5) e (2.7), vemos que as predicoes das teorias corpuscular e 
ondulatoria sao inversas: segundo a teoria ondulatoria, a velocidade da luz na agua 
deve ser menor do que no ar. 

Em 1 850. Foucault e Fizeau mediram as velocidades da luz no ar e na agua, e 
mostraram que a velocidade na agua e menor do que no ar, o que foi considerado 
como urn argumcnto decisivo em favor da teoria ondulatoria. 

O indice de refracao n de um meio em relagao ao vacuo e chamado seu indice 
de refracao absolute. Como c 6 a velocidade da luz no vacuo, a velocidade da luz 
num meio de fndice de refracao (absolute) n e 

_ c 
n 

Alguns indices de refracao absolutos para luz amarela dc sodio 
CK = 5.890 A = 0,589)111: ): Ar: 1,000293 (condigoes NTP); 4gua (20 °C): 1,33: SI- 
cool etflico (20°C): 1,36; dissulfeto de carbono: 1,63; quartzo fundido: 1,46; vidros: 
variam entre 1,52 para o mais comum a perto de 2,0 para o mais pesado; dia- 
mante: 2,42. 

As (2.7) e (2.8) dao: 


C. / /2j 



d 2 


sen6j 

sen0 o 


v. 


Vn 



(2.9) 






2.3 O principle de Fermat 


ou seja, o indice de refragdo relative? do meio 2 era relagdo cio meio 1 e o quo- 
tient e de sens indices absolutes. 

Pela (2.8), o tempo que uma frente de onda luminosa leva para percorrer uma 
distancia d num meio de fndice de refracao n e 


d _ nd 
v c 


( 2 . 10 ) 


O produto n d do mdice de refracao do meio pela distancia d nele percorrida 
chama-se caminho otico associado a este percurso. 

2*3 O d?© Feffmat 

Em 1657 ? Pierre de Fermat encontrou urn novo metodo para determinar a tra- 
jetoria dos raios luminosos, baseado na sua ideia de que “a Natureza sempre atua 
pelo caminho mais curto”. O enunciado do Principle de Fermat e: de todos os 
caminho s possfveis para ir de urn ponto a outro, a luz segue aquele que e percor- 
rido no tempo minimo. 

Como c 6 uma constante, decorre da (2.10) que tempo mfnimo tambem e equi- 
valence a caminho otico minima. 

Para a propagacao da luz num unico meio homogeneo {n = constante), o cami- 
nho otico mfnimo tambem corresponde a distancia minima , on seja, o Princfpio de 
Fermat leva a propagagao retilinea da luz entre dois pontos. 

Consideremos agora dois meios homoge- 
fifess diferentes, separados por uma inter- 
face plana. Qua! 6 o caminho otico mi- 

nimo para ir de P] a P'i (fig. 2.13), pas- 
sando por uni ponto da interfaced 
Como os caminhos mais curtos para ir e 
voltar da interface sao retas. o caminho 
procurado consiste num par de segmentos 
de reta, ligand o P] a interface e a inter- 
face a P'i. Por que ponto da interface de- 
ve passar'7 



Fig. 2.13 Principio de Format na rofloxao 
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Seja Pi o ponto sim6trico de Pi com relagao k interface. O ponto da interface 
procurado e entao a interseccao de Pi P'i com a interface (ponto P na fig. 2 . 13 ). 
Com efeito, se compararmos o caminho Pi P P'i a outro, como P! Q P'i. vemos 


pela figura que Pi P = Pi P e Pi Q = Pi 
ao segmento de reta Pi P'j , menor do 
qualquer outro ponto Q da interface. 

Logo, o Principio de Fermat leva a 
tambem leva a lei de Snell (fig. 2 . 14 ). 



Fig. 2.14 Principio de Fermat na refragao 


0 - e que o caminho otico via P equivale 
que o caminho PrQ + QP'i associado a 

lei da reflexdo. Vamos mostrar agora que 

Para isso, consideremos os pontos Pi e 
P2 e procuremos o ponto P da interface 
que minimiza o caminho otico 
nj Pi P + n 2 P P2. Seja FI o piano tangente 
a interface em P, O e Q as projegoes de 
Pi e P2 sobre TT e Pi O = d\ . P2 Q = d?, 
O Q = d e O P = x, ondc queremos de- 
terminer x. 

A fig. 2.14 da 

(IP1PP2] = caminho otico) 


r 1 


f „ ,v /2 

— 


p. pp? 

= n } P, P + n 7 P P 2 = n } \ 

,0 7 1 

a, + x“ + n+ 

d 9 + ( d 

-*T 

K J 

* 



Para obter o mini mo, derivamos cm relagao a x: 


0 - n 


1 tf -* 2 ) 


— n 


(d - x) 


x 


i /2 “2 r 


d\ + (d - x)“ 


=u72 = ”« 


Pip 


— lb 


(d - x) 


pp, 


= n x sen Gj — n 2 sen G- 


Logo, o caminho otico mfnimo e aquele que corresponde h lei da refragao. O cami- 
nho “quebrado” minimiza o tempo porque aproveita melhor 0 caminho no meio 1, 
onde a velocidade e maior, reduzindo-o no meio 2, onde ela e menor. 

Na realidade, o Principio de Fermat tern de ser corrigido: o caminho otico nao 
e nece ssariamente mfnimo. No exemplo acima, a anulagao da primeira derivada nao 
garante que seja um mfnimo: poderia ser urn maximo ou ponto de inflexao. Urn 



2.3 O priropio 6z Ferri-c 


ponto onde a primeira derivada se anula 6 urn ponto onde a func^o considerada 6 
esiaciondria com respeito a pequenas variacoes: 


S f = / (* n + 5 x)~ f(x„) = /J/o)Sa + i /" (* Q ) (5 x) 2 + ... 

= 0 


( 2 . 11 ) 


ou seja, os desvios de/em relapao a seu valor estacionario sao de segunda ordem 
no desvio 5 a- : o tcrmo do l. a ordem so anula. 

O enimciado correto do Principio de Fermat e que o caminho otico e estci- 
cionario em relacao a pequenas variacoes: quando comparado com caminhos proxi- 
mo s, os desvios sao de 2. a ordem. 

Uma conseqiiencia importante do Principio de Fermat e que, se existem di ver- 
sos caminhos oticos do mesmo tipo (por exemplo, passando por um ponto qualquer 
da interface) ligando dois pontos, todos eles estacionarios, cles tem de ser iguais. 

Isso sucede, em particular, se todos os raios emanados de um ponto Pi sao 
’‘focalizados” no mesmo ponto P 2 , que seria uma irnagem perfeita de Pi. 0 Prin- 
cipio de Huygens leva a mesma conclusao. pois o foco e um caso limite de uma 
frente dc onda, com raio de curvatura nulo, e o mesmo vale para o ponto fonte Pj. 
Logo, o tempo de percurso entre essas duas “frentes de onda" puntiformes deve ser 
o mesmo ao longo de todos os raios que ligam uma a outra. 

Um caso em que isso ocorre (fig. 2.15) e 
o de uma fonte puntiforme Pi situada 
num dos focos de um espelho cuja super- 
ficieJ e um elipsoide de revoluqao (ou 
uma porcao dele). A imagem P 2 e o outro 
foco. Com efeito, pela geometria do elip- 
soide, a normal n e a bissetriz do angulo 
entre os raios focais Q P| e Q P 2 ; alem dis- 
to, QPj" 4- QP 2 = Q^T + = cons- 

tante. Por outro lado, sc a fonte de luz 
nSo estiver no foco do elipsoide, deixa de 
existir a focalizagao perfeita. 


f 
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Se fizermos um dos focos alastar-sc ao 
°o, o elipsoide se transforms num para- 
boloide , e raios paralelos ao eixo sao fo- 
calizados no foco F. propriedade usada 
no teleseopio refletor do Monte Palomar 
e em antenas parabolicas (fig. 2.16). 

Podemos tambem usar o Princfpio 
de Fermat para uma primeira discussao 
qualitativa do problema da formagao de 
imagens. Suponhamos que se queira fa- 
bricar urn objeto de vidro quo produza 
Fiy. 2.16 Pdiabuioide refletor uma imagem pelo menos aproximada- 

mente puntiforme de uma fonte puntiforme colocada diantc dele. 

Ao pcnctrar no vidro e ao sair dele, os 
raios sao desviados pela refracao, de 
modo que uma trajet6ria tfpica sera da 
forma Pi Q Q' P 2 , correspondendo ao ca- 
minho otico Pi Q + n Q Q' 4 Q' P 2 , on 
Fig. 2.17 Trajetona tipica de n > 1 6 0 fndice de refracSo do vidro. 

Logo, para que todos os caminhos dticos sejam iguais, 6 precise que a espes- 
sura Q Q' de vidro diminua a medida que o angulo 0 com o eixo Pi Po aumenta, 
para compcnsar o crescimento das aistancias Pi Q e Q'Pi. 

O objeto em questad deve portanio ter 
qualitativamente a forma indicada na fig. 
2.18. com a espessura maxima no eixo e 
p 2 diminuindo gradualmente a medida que 
nos afastamos dele. Acabamos de inven- 
tar uma Iente convergente! Mais adiante 
discutiremos em detalhe a formagao da 
imagem pela lente. 





Fig. 2.18 Lente convergente 



S' . 4 RefiaMO fou-i 
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Embora tenhamos mencionado que, ao encontrar a interface entre dois meios 
transparent^ distintos, um raio de Iuz 6 parcialmente refletido e parcialmente 
transmitido, nao diseutimos ate aqui a divisao da intensidade entre as partes re 
fietida e transmitida: que fracao vai para cada uma? 

Experimentalmente, verifica-se que as porcentagcns de reflexao c de transmis- 
sao variani com o Angulo de incidencia 0-.. Quando olhamos para baixo da super- 
sede de um lago em repouso, podemos ver o fundo: a maior parte da luz e transmi- 
tida, com 0i perto de 0°. Por outro lado, margens disiantes sao vistas refletidas na 
agua como num espelho: para incidencia proxima da rasante ( ~ 90°), a maior 
parte da luz e refletida. Voltaremos a discutir estes efeitos ao iratar da teoria ele- 
tromagnetica da luz (na Sec. 5.7, ha graficos da porcentagem de reflexao em fun- 
cao de 0i). 

Consideremos agora o que acontece quando a luz passa de um meio mais re- 
fringente, como a agua, para um menos refringente, como o ar. Neste caso, pela lei 
de Snell (2.7), 


sen0 2 


senQ, 


n 


12 


onde rrn < 1 (o raio refratado se afasta mais da normal). 


( 2 . 12 ) 



Fig. 2.9 Angulo crftico 


Sendo n i2 < 1 , existira (Fig. 2.19) um 
dngulo B c , chamado angulo critic o, para 
o qual 


sen6,. - n i2 (2.13) 


Se o meio lea agua e o meio 2 o ar, p. 
ex., e sen©,. = 3/4 = 0,75, o que da 
0 r - 49°. 


Que acontece se o angulo de incidencia 0i e > 0 C ? Se aplic&ssemos a lei de 
Snell (2.12), isso daria senGi > rrn , ou seja, sen0 2 > 1, o que nao pode ser satis- 
feito quando 82 e um angulo real. 

A experiencia mostra que, nessas condicoes, ocorre a reflexao total da luz in- 
cidente. A transicao para a reflexao total e contfnua: para 0, inferior a 0 C , a fracao 
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da luz que se reflete aumenta rapidamente a medida qne 0i se aproxima de . 
tendendo a 100% na incidencia crftica e permanecendo em 100% para 8i > Q c . 

Para uma interface vidro/ar, o angulo cntico e 0 C . « sen" 1 (2/3) « 41,5°, e 
uma aplicagao importante e o prisma de reflexdo total , empregado em varios ins 
trumentos dticos. 



Fig. 2.20 Prisma de refiexao total 


O prisma de refiexao total e um prisma 
de vidro com Angulo de abertura de 45°. 
Luz que incide perpendicularmente a uma 
face (fig. 2.20) tern 0i > 0 r e 6 total- 
mente refletida, o que desvia o feixe de 
90°. 


E o indice de refragao elevado do diamante ( n = 2,42), juntamente com as 
facetas prismaticas talhadas em angulos apropriados, que faz um brilhante faiscar: 
raios incidentes sobre ele em qualqner angulo sao total mente refletidos. A refrag a o 
e dispersao da luz emergente produzem as cores observadas. 

Outra aplicagao extremamente importante 
da refiexao total e a propagagao da luz 
em fibras oticas. O exemplo mais sim- 
ples seria um cilindro transparente de 
vidro: como ilustrado na fig. 2.21, para 
angulos de incidencia nas paredes r.upe 
riores ao Angulo crftico, a luz propaga-se 
dentro da fibra por reflexoes totais suces- 
sivas. A fibra funciona como um guia de ondas para a luz. pemiitindo transmiti-la 
a grandes distances com perdas extremamente pequenas, o que e usado em tele- 
fonia. Fibras oticas sao tambem usadas em varios instrumentos mcdico-cirurgicos. 



Fig. 2.21 Propagacao da luz numa fibra otica 


Um dos elemenlos oticos mais simples e um espelho piano . Vejamos como se 
forma a imagem de um objeto nesse ease. 



2 . 5 Espelno piano 


17 



Fig. 2.22 Imagem de um ponto Pi num 
espelho piano 


Para isso. basta seguir as trajetorias de 
dois raios emanados de um ponto Pi do 
objeto, p. ex. ; PjQP'i e PiQP'i (fig. 
2.22). Seja Pi a interseccao dos prolon- 
gamentos dos raios refletidos QP'i e 
QPV Decorre entao das leis da reflexao 
que os tri&ngulos ret^ngulos PiPoQ e 
Pi Po Q sao iguais. bem como os triangu- 
los retangulos Pi Po Q e Pj P 0 Q . Logo, 
Pi Po = Pi Po ou seja, o ponto Pi e o 
simetrico de P] em relacao ao piano do 


espelho. Dai segue que os prolongamentos de lodos os raios refletidos se encon- 
tram em Pi, que e uma imagem perfeita de Pi. Isso tambem decorre do Principio de 
Fermat (Sec. 2.3). 



Fig. 2.23 Carater virtual da imagem 


Para um observador cm cuja vista pene- 
trant raios refletidos divergentes (fig. 
2.23), eles nao diferem em nada de um 
feixe divergente origin ario de Pi , de for- 
ma que a sensacao visual e identica a que 
se teria se os raios emanassem de Pi. 
Diz-se ent&o que Pi e uma imagem vir- 
tual do ponto objeto Pj . De modo geral, 
diz-se que uma imagem e virtual quando 
nao ha raios luminosos emanando dela: 
ela esta no prolongamento de raios lumi- 
nosos. — ' 


Conforme vemos pela fig. 2.22, se tomarmos um sistema de coordenadas com 
origem no piano do espelho e piano (x,y) coincidente com ele, a relacao entre as 
coordenadas de um ponto objeto e de seu ponto imagem e dada pela transformacao 

P 1 (*->■’ 0 -> p i (214) 

(Objeto) (imagem ) 

que se chama uma reflexao espacial com respeito ao piano (x,y) do espelho. 
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Essa transformacao preserva o tamanho 
dos objetos (distancias). A imagem da se- 
ta vertical Ox (fig. 2.24) e O'Y, com a 
mesma orientacao. ou seja, a imagem e 
ereta (nao invertida, como na camara es- 
ciira). Entretanto ela inverte o sentido na 
direcao perpendicular ao espelho 
( O z —> O' z )• Urn triedro direto (dex- 
trorse) transforma-se num triedro reverso 
(sinistrorso). Diz-se por isso que a imagem e reversal nao pode ser superposta ao 
objeto atraves de nma rotacao espacial. 


Fig. 2.24- Carater raverso da imagem 


Espeihe 

As superficies dos elementos que se empregam nos instrumentos dticos sao 
quase exclusivamente planas ou esfericas. A razao e de ordem pratica: e muito 
mais facil fabricar superficies esfericas do que qualquer outra superficie curva: no 
processo de polimento, uma superficie esferica concava e outra convexa de mesmo 
raio permanecem sempre em contato quando uma desliza sobre a outra. 


Yamos analisar agora a formacao de 
cando com um espelho esjerico edneavo. 



Fig. 2.25 Espelho esferico concavo 


mos relacionar a disi&ncia Q V = q com P 


imagens por superncies curvas, come- 

0 raio de curvatura do espelho e 
C V = R ; C e seu centro de curvatura 
e V o vertice, em relacao ao qual 
mediremos as distancias (fig. 2.25). 
Consideremos um ponto objeto P no 
eixo e um raio PS que forma um an- 
gulo 0 corn o eixo e incide sobre o es- 
pelho em S, com angulo de incidencia 

01 , sendo refletido com o mesmo an- 
gulo e cmzando o eixo em Q. Quere- 
^ = p e com 0. 


Usando a lei dos senos no ACS P , vem: 


p-R _ R 
sen 0 1 sen 6 


(2.15) 



2 .6 nspdho edh 'ito 
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No A S Q P , leinos Z S^P = 7T-(0 + 2 6 i). Logo* 

ii 

R-q R 

sen 0j sen(G + 2 0,) 


(2.16) 


A partir das (2.15) e (2.16), e possivel em princfpio eliminar 0i e relacionar q 
com p para cada valor de 0 . O resultado depende de 0 , ou seja, ao comrario de 
um espelho piano, o espelho esferico nao forma uma imagem perfeita de um objeto 
pimtiforme P; raios incidentes com diferentes inclina 9 oes 0 cruzam o eixo em pom 
tos Q diferentes apos a reflexao. Dizemos que ha aberragdo esferica. 

Entretanto, vamos ver que se formara uma imagem nitida se nos limitarmos a 
utilizar apenas uma pcqucna abcrtura angular do espelho (p. cx., diafragmando os 
raios). Isso restringe os raios admitidos a raios paraxiais , que formam com o eixo 
angulos 0 (medidos em radianos) suficientemente pequenos para que possainos em- 
pregar as aproxima 9 oes: 


0 ^ 

sen 9 = 9 + ... = 0 

3! 


cos 0 



2 ! 



tg 


0=9 + 




(2.17) 


Ess a situa 9 ao e geral, para todos os instrumentos oticos onde se empregam 
superficies esfericas: formam imagens nttidas na aproximacao paraxial, e geral- 
mente sao usados nessas condigoes. 

Para um espelho de pequena abcrtura, 9* tambem sera pequeno, e as (2.15) c 
(2.16) fleam 

p - R _ 0] R - q _ 0, _ 0j / 0 

R = T ' R ~ 0-f 20 l " 1 + 2 01 

~ 0 

Substituindo a primeira dessas equagoes ria segunda, vem 




(2.18) 


mostrando que, na aproximacao paraxial, a posigao de Q e independente de G: to- 
dos os raios refletidos paraxiais convergem para o mesmo ponto Q, que 6 a imagem 
de P. 

A distune ia imagem cj esta relacionada com a distancia objeto p e com o raio 
de curvature R do espelho pela (2.18). 

A sinietria em p e q da (2.18) mostra que, se Q e a imagem de P, P e a 
imagem de Q, o qne decorre da reversihilidade. dos raios luminoSOS. 

Se fizennos p » na (2.18), obtemos a imagem de um ponto objeto infini- 
tamente distante, que pode ser interpretado como um raio paralelo cio eixo : 

p — » co I q 




Fig. 2.26 Foco de um espelho esferico 


A imagem e o foco F do espelho, situado 
a meio caminho entre o vertice e o centro 
(fig. 2.26). Reciprocamente, um objeto no 
foco tern sua imagem no infinito (raio 
paralelo ao eixo). 


A (2.18) pode portanto ser reescrita: 

(2.20) 

onde / chama-se distdneia focal. Esta equacao tem uma interpretacao intuitiva 
muito simples. Vemos pela fig. 2.25 que, na aproximagao paraxial, P S ~ P V, de 
modo que pco raio de curvature da frente de onda associada aos raios divergentes 
que partem de P, quando atingem o espelho. O inverse do raio de curvatura de uma 
superficie e chamado de curvatura dessa superficie, de forma que Up e a curvatura 
da frente da onda divergente que atinge o espelho. ou sua divergencia. 
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2.6 Eso^no esrerico 

O espelho transforms essa onda divergente numa onda convergente, que con- 
verge para a imagem Q, e \/q e a convergencia (curvatura) dessa frente refletida. 
O inverso da distancia focal l//e o poder de convergencia do espelho. Logo, a 
(2.20) significa que o poder de convergencia do espelho deve scr suficiente para 
compensar a divergencia da onda incidente e ademais produzir a convergencia ne- 
cessaria para a formacao da imagem. 

Uma das principals apiicacoes de nm espelho esferico e aumentar ou diminuir 
o tamanho da imagem. Para calcular esse efeito. precisamos determinar a imagem 
de um ponto objeto situado fora do eixo de simetria do espelho. 

Uni procedimento simples e geral para fazer isso e o trcicado de raios, utili- 
zando as propriedades do foco. 

Consideremos (fig. 2.27) o objeto vertical 
orientado P P' = y (seta). O raio P'S 
paralelo ao eixo produz um raio refletido 
que passa pelo foco F. O raio P'S' que 
passa pelo centro de curvatura C e nor- 
mal ao espelho, de forma que e refletido 
na mesma direcao e em sentido oposto. A 
intersec§ao Q' desses dois raios e a imagem Q' do ponto P' (tambem poderfamos ter 
tornado um raio incidente P' F passando pelo foco, que seria refletido paralelamente 
ao eixo). 

Vemos que a imagem QQ' = y' e invenida ( y' < 0) . Os tri&ngulos serne- 
lh antes PP'CeQ Q'C dao: 

/ ~ \ 

_y_ _ £Q __ R-q _ + ? 

y PC p - R ' p 


Decorre da (2.18) que a expressao entre parenteses no ultimo membro c = L 
Logo, o aumento lateral m do espelho e dado por 





P 


(2.21) 


cujo valor negativo significa que a imagem 6 invertida. 
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Fig. 2.28 Formagao da imagem 


Para mostrar que se trata efetivamente de 
uma imagem do ponto P' (na aproxima- 
cao paraxial), ou seja, que raios forman- 
do outros angulos com o eixo tambem 
vao cruzar-se em Q', con.sideremos (fig. 
2.28) o raio PS quo forma a imagem em 
Q e um raio P'S, proveniente de P', que 
atinge o mesmo ponto S do espelho. 

O angulo de incidencia do raio P'S e 
0i -F s (fig. 2.28), onde 6 } e o angulo de 
incidencia de PS. Logo, o angulo de re- 
flex ao tambem 6 0i + £. 


Na aproximacao paraxial, PP' se confunde com um arco de circulo de centro 
S e abertura £; logo, no A P P'S, 



PS PV p 


Analogamente, no AQQ'S (na fig. 2.28, os angulos estao exagerados) 



QS QV q 


Idendficando esses dois resuitados, obtemos novamente a expressao (2.21) do 
aumento lateral, 


tn = 



i 

p 


Como o resultado e independente de £, ele mostra que, na aproximacao para- 
xial, todos os raios que emergem de P' produzirao raios refletidos que se cruzam 
em Q', ou seja, Q' e a imagem de P'. 

O espelho piano pode ser pensado como um caso limite de um espelho es- 
ferico com R —><*>. A (2.18) mostra que, nesse caso, q = -a o que concorda corn 
a (2.14): o sinal negativo de q significa que a imagem e virtual e a (2.21) da m = 1: 
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2.6 Espdnc esferico 

como vimos, para um espelho piano, o tamanho da iraagem e igual ao do objeto, e 
ela e ereta. 

No caso da fig. 2.27, a imagem 6 real, uma seta luminosa na posigao indicada, 
visfvel por um observador cuja vista seja atingida pelos raios refletidos. Para um 
objeto como P P' , situado a esquerda do centro C. a imagem 6 me nor quo o objeto 
c esta entre C e F. Trocando os papeis de imagem e objeto, vemos que um objeto 
entre C e F tem imagem invertida e aumentada , situada a esquerda de C e real. 
Que acontece se o objeto estiver entre F e V? 


a 

A 



Fig. 2.29 Imagem de um objeto entre F e V 


Isso significa que, p < R / 2 e a (2.18) 
implica entao ser q < 0 . 

Conforme mostra a fig. 2.29, a imagem 
QQ'e entao virtual , mas a (2.21) perma- 
ne.ee valida, com I q I > p : a imagem e 
erela e maior que o objeto. 


0 tratamento se estendc facilmente a re- 
flexao por um espelho convexo. Deixa- 
mos ao leitor verificar que se obtem as 
mesmas formulas an ter i ores, desde que se 
lome o raio de curvatura R como nega- 
tivo (o centro de curvatura C esta a direi- 
4a_de V). P. ex., conforme mostra a fig. 
2.30. o foco F e virtual, e a distancia focal continue sendo/ = R / 2 0. 

E importante para cvitar erros na resolucao de problemas de otica geometrica 
adotar uma convengao de sinais bem definida. As convencoes que adotamos aqui 
sao as seguintes: 

1. A luz incide da esquerda para a direita; a luz refletida viaja da direita para 
a esquerda. 

2. As distancias objeto e imagem sao medidas de P para V e Q para V, respec- 
tivamente, sendo positivas (objeto e/ou imagem reals) quando P e/ou Q estao a 
esquerda de V, e virtuais (negativas) quando a direita. 



Fig. 2.30 Espelho convexo 


3. A distancia focal e FV (positiva para F a esquerda de V). 
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4. O raio de curvatura 6 C V (positivo para um espelho concavo). 

5. Distances verticals sao positivas acima do eixo e negativas abaixo. 


7.JI Superfieie Fefrrat©rs§ ®sferi««a 

Consideremos agora um par de meios transparentes homogeneos, de indices de 
refra^ao n\ e n 2, separados por uma superficie esferica convexa. 



Fig, 2.31 Superficie refratcra esferica 


As convencoes adotadas agora sao di- 
fe rentes, com p, q c R positivos na si- 
tu ac3o da fig. 2.31. A lei dos senos, 
aplicada aos triangulos SCP ft SCQ, da 


R _ p + R 
sen 0 sen 0 , 


( 2 . 22 ) 


e 


R _ g-R 

sen 0' sen 0 2 


(2.23) 


onde 9| e 02 estao ligados pela lei de Snell, 


rc, sen 0j = n 2 sen 0 2 


(2.24) 


Novamente, eliminando 6, e 02 entre essas recedes, 6 possfvel, em principio, 
encontrar q em fungao de p para cada valor de 0. Dividindo membro a membro a 
(2.23) pela (2.22), vein 


q - R _ n { sen 0 
p 4- R n 2 sen 0' 


(2.25) 


onde usamos a lei de Snell. 

Mais uma vez, o resullado depende de 0, exceto para raios paraxtais , aos 
quais vamo-nos limitar, admitindo que, 0 ; 0i e 02 sao todos « 1, e usando as 
aproximagoes (2.17). Nesse caso, a fig. 2.31 da, com ST = A, 



2.7 Superfine leFaioa esierica 
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e a (2.25) fica 


sen 6 ___ tg 6 hJ p _ q 
sen 0' tg 0' h / q p 


q- R _ >h q 

p + R «2 p 


S_ 

P 


R 

Q 


R 

P 


E facil mostrar (verifique!) que isso equivale a 


n \ . n 2 ( n 2 

n i) 

P + q 

R 


que independe de 0 e da a relagao objeto -imagem. 


(2.26) 


(2.27) 


(2.28) 



Para um raio incidente paralelo ao eixo 
(P *°)> obtemos (fig. 2.32) um foco 
imagem F\ com q = /', 


>h = (”z - ”l ) 

r r 


(2.29) 


A imagem se Forma no infinito (raio emergente paralelo ao eixo, q 
quando o objeto esta no foco objeto F. com 


oo ) 


_ ( f b -'h) 

f R 


(2.30) 


Logo, temos duas dist&ncias focais distintas, com 


n \ , n 2 

. n i 

n 2 

(« 2 -«,) 

p q 

f 

r 

R 


(2.31) 


Para calcular o aumento lateral m, podemos usar as propriedades dos focos e 
do raio central (que passa pelo centro C e nao e desviado), juntamente com o cara- 
ter paraxial dos raios. 
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Como raios paraxiais passam perto do 
vdrtice V, podemos aproximar a superff 
cie do espelbo na vizinhanea de V pelo 
piano tangente ST em V (fig. 2.33). Os 
triangulos semelhantes P'C P e Q'C Q dao 
cntao [cf.(2.27)] 


/ = C Q = g-R 

y CP R + P i hi '> 


(2.32) 


No caso da fig. 2.33, m<Oea imagem e invertida. 

Sejam X e / as distancias do objeto e da imagem respectivamente aos pontos 
focais objeto e imagem, ambas positivas na fig. 2.33, (x = PF ; xf = F'Q ). Os 
triangulos semelhantes FVT e FPP', por um lado, e FVS e F'QQ , por outro, 
dao entao: 


y _ l_ _ _JL 

x / ’ x' r 


o que d£i 



(2.33) 


Comparando os dois resultados, obtemos a formula de Newton 



(2.34) 


As convenebes de sinais adotadas para a superff cie refratora esferica sao as 
seguintes: 

1 . Luz incidente da esquerda para a direita. 

2. Distancias objeto positivas a esquerda de V: distancias imagem positivas a 
direita de V; valores negativos correspondem a imagem ou objeto virtuais. 
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3. Raio de curvatura positive quando C esta a direita de V (superficie con- 
vexa ), negativo para superficie con cava. 

4. Distancias verticais positivas acima do eixo. 

Com essas convencoes, os resultados se generalizam para superficies refra- 
toras concavas (R < Q) e para quaisquer sinais de p e q, correspondendo a urna 
grande variedade de casos possfveis. 

Uni caso limite interessante ^ o de uma interface plana ( R —> co ), quando a 
(2.28) da 

(2.35) 


Se n 2 < ? um objelo P visto era con- 

dicoes paraxiais parecera estar (fig. 2.34) 
na posicao da imagem virtual Q. mais 
proximo da interface por um fator n 12 . Se 
o meio 1 6 a agua e 2 o ar, ?i l2 ~ 3 / 4 : 
o fundo de uma piscina, visto de cima. 
parece menos profundo por esse fator. E 
por isso que um lapis mergulhado num 
copo com agua parece i; quebrado’\ 

2e8 Lenfes dleigssgiesg 

Uma lente tern duas superficies refratoras, de raios de curvatura /?, e R? , res- 
pecuvamente na ordem em que sao encontradas pela luz incidente, e com sinais 
definidos pela mesma regra acima (Sec. 2.7). O material da lente tern fndice de 
refracao n 2 , e so vamos considerar a situacao era que os meios de ambos os lados 
da lente sao identicos, coni fndice de refracao n\. E facil generalizar. 

Vamos discutir apenas lente s delgadas , em que a espessura maxima da lente e 
muito pequena em confronto com as demais distancias relevantes (distancias objeto 
e imagem, distancias focais, raios de curvatura). 



Fig. 2.34 Interface refratora plana 
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Para fixar as ideias, vamos usar um diagrama (fig. 2.35) baseado numa lente bicon- 
vexa, em que, pelas convencoes adotadas. temos 

R { > 0 , R 2 < 0 (2.36) 

mas os resultados tem vaiidade geral. A aproximacao de lente delgada significa que 
podemos referir as dist&ncias objeto e imagern ao ponto O (em lugar dos vertices). 

Uma forma possfvel de obter a relacao entre p e q seria usar os resultados da 
Sec^o 2.7, determinando primeiro a iinagem formada pela supcrficie anterior, que 6 
real no caso da fig. 2.35, e depois tomando essa imagem como objeto (virtual no 
caso da fig. 2.351) para a supcrficie posterior da lente, para calcular a imagem final 
por ela prodnzida (of Prohl 7.14). 

Entrctanto, vamos ilustrar a aplicagao de um metodo diferente, baseado no 
Principio de Fermat e na ideia apresentada no final da Sec. 2.3, impondo a con- 
digao de que o caminho otico [PAQ], passando pelo topo da lente, tem de ser igual 
ao caminho otico [POQ], ao longo do eixo, ou seja, a diferenca de caminho otico 
[PAQ] - [POQ] deve ser = 0. 

Essa diferenca tem duas componentes. A primeira (ignorando a diferenga entre 
m e m) 6 devida k diferenca das distancias percorridas. Com OB 1 AP e 
OD A A Q, a aproximacao de lente delgada e raios paraxiais permite tomar 
PB ^ PO e DQ - OQ (a fig. 2.35 esta muito exagerada), de forma que esta 
primeira componente e n\ d\ -t- m do. A segunda componcnte vein da substituicao 



2.S Lentes cdg~dcs 


de n\ por m ao longo do trajeto ViV 2 (espessura da lente), e e dada por 
-+- (nt ~ n\) Vi V 2 = H- («2 - «i ) ( fi + * 2 ) (fig- 2.35). Logo, o Princfpio de Fer- 
mat da 


0 = [PAQ] - [POQ] - «, (d t 4 d 2 )- («, - «, ) (/, 4 f,) (2.37) 

No triangulo retangulo AOP. temos, dentro das aproxima^oes feitas, com 


AO = h. 


h 7 = ip + d { y - p 7 = 2 p cl : t df 

dpspreTivel 


_ 


fr_ 

2p 


(2.38) 


Analogamente, no triangulo AOQ, 


d 2 



(2.39) 


Notando quc Cj V, = Ci A = (?i , o triangulo retangulo A 0 Ci da 


h 2 = ) 2 - 2 R lh+ rf 

desprezivel 


*1 = 


h* 
2 /?, 


(2.40) 


Analogamente, lembrando que #2 < O , o triangulo A O C? da 

h 2 



Substituindo as (2.38) a (2.41) na (2.37), vem 


(2.41) 


n { 



a _ 

1 ' 

“("2 ‘ 

N ^ | 

_ n 1 l 

'i 

i " 

’ 

2 

KP 


n i J 2 ' 

& 



= 0 


o que da, dividindo por n\ e usando a (2.9), 
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que e a equacao basica das lentes delgadas, na forma gaussiana (obtida pelo ma 
tcmatico Karl Friedrich Gauss). 0 resultado so depende do l'ndice de refracao rela- 
tivo «u = m / /ti . A distancia focal objeto / (valor de /> para $ -> 00 ) e igual a 
distancia focal imagem f' (valor de q para p «>), por termos tornado indices de 
refracao m identicos dos dois lados da lenle. 

Para calcular o aumenio lateral m, podemos usar as propriedades dos focos 
para tracar os raios, de forma analogs ao que foi feito na Sec. 2.7. 


P' S 



Fig. 2.36 Aumenio lateral 


Para a lente biconvexa, cm que ambos os focos sao reais, a fig. 2.36 da, por 
semelhanca dos triangulos PP'O e Q Q'O, 

(2.43) 

e, indicando novamente por x e x as distances P F e F'Q do objeto e da imagem 
aos respectivos focos. 




(2.44) 


o que implica [cf. (2.34)] 






'2 . 8 Lsntes deijoda: 



(2.45) 


resultado devido a Newton, que e a forma newtoniana da equacao das lentes del- 
gadas [cf.(2.34)j. 



Fig. 2.37 Pianos focais objeto a imagem 


lima conseqiiencia importante da (2.45) e 
que, para x — * 0, resulta x' —> <*>, e 
x — ) 0 implica x -> <*>. A fig. 2.37 
mostra a interpretacao desses resultados, 
em termos do piano focal objeto ■¥, piano 
_L ao eixo que pass a por F, e do corrcs- 
pondente piano focal imagem a ima- 
gem de urn ponto P' do piano d^esta no 
oo ? na direcao SQ 7 // FO ( FO = OF ). 


Analogamcnte, um raio proveniente do <*> numa direcao Pi A (nao // ao eixo) 
tem sua imagem Qi imm ponto do piano focal Para encontrar esse ponto basta 
tracar o raio P 2 O // Pi A, que nao e desviado: sua interseccao com 0 piano ¥' dd 
a imagem Qi (= ChX^a-mesma para qualquer raio incidente na mesme direcao 


(feixe de raios paralelos). 


Convergentes Divergentes 



(a) (b) (c) (d) (e) (f) 

Fig. 2.38 Classificacao das lentes: (a) Biconvexa; 


(D) Pianc-convexa; (c) r/iemscc positivo; 
(d) Biconcava; (e) Plano-concava; 

(f) Menisco negative 


A fig. 2.38 mostra varies tipos de len- 
tes, conforme os sinai s e valores rela- 
tives dos raios R { e R 2 . As lentes 
mais espessas no centro do que nas 
extremidades sao convergentes; em ca 
so contrario, sao divergentes, como 
decorre imediatamente do Principio de 
Fermat. 


Ja vimos que, quando admitimos raios nao-paraxiais, um objeto puntiforme 
nao dara origem a uma imagem puntiforme. e sim a uma mancha menos nftida. 
Esse efeito, para pontos no eixo, e a aberracdo esf erica, parte de um conjunto de 
aberragdes que prcjudicam a nitidez da imagem. Ha varias outras que aparecem 
para pontos fora do eixo. 

Alem disso, as posigoes das imagens nos resultados obtidos acima dependem 
dos indices de refracao, que variant com a cor (comprimento de onda). Se a luz 
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incidente 6 branca, formam-se imagens em pontos diferentes para as diferentes co- 
res que a compoem, o que constitui a aberracdo cromdtica. 

Varios artificios sao empregados para compensar ou reduzir essas aberiacoes: 
lentes compostas (sistema de lentes com o mesmo eixo), combinagoes de materials 
diferentes, etc. 


O olho humano (fig. 2.39) contem, 
imersas em fluidos transparentes com 
fndice de refracao aproximadamente 
igual ao da agua, uma 4 'lente ,T fixa, a 
cornea (C). formada de material duro 
e transparente, e outra flexfvcl, o cris- 
Talino (L), que pode ser comprimida 
on distendida (mudando sen foco) pelo 
musculo ciliar (M) (Este processo 
cbama-se acomodacao). A iris (I) e 
uin diafragma cuja abertura, a pupiia, 
se contrai ou dilata conforme a intensidade da iluminagao. Num olho normal, luz 
incidente paralela e focalizada num ponto F' da retina (fundo de olho) (R). Nesta 
estao as celulas (cones e bastonetes) que transmitem sinais ao nervo otico (N), o 
qual estd ligado ao cerebro. Para uma pessoa miope (hipermetrope), F' cai antes 
(depois) da retina, o que se corrige usando lentes divergentes (convergentes). 

Ha uma pequena regiao da retina, a fovea, onde a acuidade visual e maxima, e 
geralmente procuramos girar os globes oculares para que a imagem do objeto que 
queremos “olhar” caia sobre ela. 

A acomodacao do cristalino, mudando sua distancia focal, permite que um 
olho normal de uma pessoa jovem possa ver com nitidez desde uma distancia muito 
grande (‘W’) ate um ponto proximo, localizado a cerca de 15 cm do olho. A dist&n- 
cia d Q em que a visao 6 mais nftida e de ~ 25 cm. Ambos variam com a idade; 
tomaremos do = 25 cm. 

Para examinar um pequeno objeto, procuramos traze-lo o mais perto possivel 
dos olhos, a fim de que a imagem na retina seja a maior possivel, mas. para que ela 
permanega nftida, nao podemos vir mais perto do que o ponto proximo. O tamanho 
da imagem na retina e proporcional ao dngulo visual, o anguio subtendido no olho 
pelo tamanho y do objeto. 
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Fig. 2.40 Angulo visual 


Para a visao “a olho nd’\ esse Sngulo 
(fig. 2.40) e da ordem de 

0 O - y / d 0 (2.46) 


onde d 0 e a distancia de visao mais nitida ( do ~ 25 cm) e supusemos y « Jo , de 


forma que tg 0 O ~ 0o. 



Fig. 2.41 Lupa 


Se usarmos (fig. 2.41) uma lupa (lente de 
aumento), a lente convergente L, com o 
olho proximo de L e o objeto no piano 
focal & de L, a “imagem” (virtual) sub- 
tender^ um angnlo 6 (raios paralelos) 
dado por 

y/f (2.47) 


ou seja, o aumento angular produzido (que e tambem o aumento da imagem na 
retina) e 


e 

_ d 0 

M = — = 

00 

f 


(2.48) 


[A vantagem de colocar o objeto no piano focal e que o olho normal, quando re- 
laxado, permanece focalizado no ]. Convdm poitanto usar uma lente L de dist<m- 
cia focal /a menor possfvel. Como as aberracoes aumentam quando/ dim inui, isto 
limita o aumento maximo da lupa a valores men ores que 10. Valores tipicos sao da 
ordem de 3. 

Para obter aumentos maiores, podemos usar um microscopio compos to. cuja 
forma esquematica mais simples est& ilustrada na fig. 2.42. 



Fig. 2.42 Microscopio composto 
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O objeto, de tamanho y\ c colocado perto do foco objeto F\ de urna lente de 
pequena distancia focal f\ , a objetiva . de forma a produzir. como na (2.44), uma 
imagem real invertida de tamanho y' a distancia x! do foco imagem Fi da objetiva. 
O aumento linear , dado pela (2.44), 


m = 




x' 

I 


(2.49) 


e grande, porque x « f (o objeto e colocado perto de F] ). 

A imagem / passa a funcionar como objeto real para outra lente, a ocular 
(fig. 2.42). cuja funcao c aumcntar scu angulo visual, funcionando como lupa. Se 
y e projetado no piano focal da ocular, de distancia focal fit . o aumento angular 
produzido pela ocular 6 dado pela (2.48): 


M 



(2.50) 


e o aumento total do microscopio composto e o pr-oduto dos dois, ou seja, e dado 
por 


m M = 


d {) 
f fi 


cIq ~ 25 cm 

x' ~ coinprimcjito do 

tubo do microscopio 


(2.51) 


Na pratica, tanto a objetiva como a ocular sao lentes compostas. bastante com- 
plicadas, projetadas de forma a minimizar as aberracdes. 



Fig. 2.43 Telescopic refraior 




9 . 10 Piccaoacac nun moo ircmcoereo 
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A finaliciade do lelescopio refrator mais simples, ilustrado na fig. 2.43. e 
aumentar o angulo visual, e por conseguinte a imagem observada. de objetos muito 
distantes (distancias astronomicas). 

A objetiva do telescopio recebe raios praticamente paralelos do objeto, focali- 
zando-os em seu piano focal imagem . Raios vindos do objeto dentro de um cone 
de dire^des de abertura 0 produzem a imagem real A'B' no piano focal & . que 
tambem subtende um angulo 0 vista da objetiva; pela aproximacao paraxial, 

0 - ? / / (2.52) 

onde V 6 o tamanho A'B' da imagem e/a dist&ncia focal da objetiva. 

A posi^ao da ocular e escolhida de tal forma que tambem coincide com seu 
piano focal objeto, como no caso da lupa, de forma que o angulo subtendido pela 
imagem final de A' B' e dado pela (2.47): 

0' - y* / /' (2.53) 

s 

onde /' e a distancia focal da ocular. 

Decorre das (2.52) e (2.53) que o aumento angular do telescopio e 

(2.54) 

a razao da distancia focal da objetiva para a distancia focal da ocular (geralmente 
(/ »/'). A imagem. nesse caso, e invertida, mas podem-se empregar diversos 
dispositivos para obter uma imagem ereta. 

Os lelcscupius de ubsci valuiius asUuiiOmicus sao usualmciitc reflet arts, puis e 
mais facil fabricar espeihos de grande diametro do que lentes de boa qualidade 
(veremos mais adiante as vantagens dc uma objetiva de grande diametro); alem 
disso, a aberragao cromatica 6 eliminada. 

2.10 Prepaga^a© n«H3 mei© inontogene@ 

Ate agora consideramos apenas a propagacao de raios luminosos em meios 
homogeneos e os efeitos de reflexao e refra§ao na interface entre dois meios ho- 
mogeneos diferentes. Que acontece num meio inomogeneo. cujo mdice de refra§ao 
varia conti nuamente de um ponto a outro? [ n = n ( x ) ] 
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Um exemplo de um tal meio e a atmosfera. 0 fndice de refracao de um gas 
aumenta com a densidade. Assim, na atmosfera terrestre, ele 6 mais elevado na 
vizinhanca da superficie da Terra do que a grandes altitudes — numa escala de 
dezenas de quilometros. 


n(z) 




Fig. 2.44 Meio inomogeneo 


Para ver o que acontece no caso mais-simples em que n varia apenas numa 
direcao, que tomamos como sendo z, podemos substituir a variacao contmua de n 
por uma “escada” [fig. 2.44(a)], ou seja, por uni meio estratificado . em que n varia 
apenas de camada para camada: no limite em que a espessura das camadas — » 0 , 
reproduzimos a variacao contmua. 

Aplicando a lei da refracao a cada interface, terfamos [fig. 2.44(b)] 


... = sen 9- = n 2 sen 0 2 = n, sen 0, 


ou seja. o angulo 0 entre o raio e a direcao ' vai variando, e no limite podemos 
escrever 


n sen 9 = constante 


(2.55) 


que leva a uma variacjao contmua de G com n: num meio inomogeneo . os raios 
luminosos sdo curvos . Se n decresce de baixo para cima, eles se encurvam como na 
fig. 2.44(b); se n cresce [como na fig. 2.44(a)] , a curvatura seria em sentido 
oposto, aproximando-se da normal. 
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Fig. 2.45 Posicao aparente de urna estT6ia 


A situacao em quc n decresce com a alti- 
tude ocorre, na escala astrondmica. com a 
atmosfera terrestre, como vimos. Assim, 
OS raios luminosos provenientes de uma 
estrela proxima do horizonte sao desvia- 
dos de = 0,5° durante a penetragao na at- 
mosfera (fig. 2.45). Como estamos acos- 
tumados com a propagacao retilmea, ex- 
trapolamos a direcao em que a luz. nos 


chega, •‘vendo" a estrela numa posicao aparente 0,5° mais elevada do que a posicao 
real. 


Como o diametro angular aparente do Sol visto da Terra e = 0,5° , “vemos” o 
Sol, pela mesma razao, com seu disco logo acima do horizonte, quando nasce ou sc 
poe: e quando ele esta, justamente, logo abaixo do horizonte. 



Fig. 2.45 Miragem 


Nnm dia muito quente, em que camadas 
de ar junto do asfalto estao mais quentes 
do que as que ficam acima, n cresce com 
a altitude e os raios se encurvam em sen- 
tido oposto, fazendo-nos ver simul- 
laneamenie (fig. 2.46) luz vinda dire- 


tamente de um carro e luz “refletida” pelo asfalto, como se ele fosse a superficie 
de um lago. Essa e tambem a origem das miragens num deserto. 



Dado n como funcao da posiyao, pode- 
mos generalizar a (2.55) estratificando o 
meio atraves de superficies n — cons- 
tante, com valores proximos umas das 
outras. O Angulo 0 e entao o angulo entre 
a diregao u do raio (u =vetor unitario da 

A 

tangentc ao raio) e a direcao de N , vetor 
unitario da normal a superficie n = cons- 
tante, e a fig. 2.47 da 
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A A_ A 

onde T 6 um vetor unitdrio [no piano de incidcncia (N ,u)] tangente a supcrficie 

* 

n - constante. A generalizacao da (2.55) e entao 


A (n u) • T = 


0 


(A — variacSo ao longo do raio) 


( 2 . 56 ) 


Partindo de um ponto inicial Po e de uma direcao inicial do raio Uo . podemos entao 
ir tracando a trajetdria do raio no meio. com o auxflio da (2.56). 

Vamos ver que e possivel obier uma equcicao diferencial para o raio, tomando 
como parametro o area de curva s dcscrito ao longo do raio (comprimento do arco) 
a partir de uma dada origem. A equagao da curva, x = x{s), chama-se equacdo 
intrmseca. 



raio 


Sabemos que (fig. 2.48) 
~ dx 


u = 


ds 


(K H = dx ) (2-57) 


Fig- 2.48 Deslccamento dx ao longo de um raio Partimos da identldade 

( nu)~ = jV ( 2 . 58 ) 

e diferenciamos ambos os membros, obtendo 

(n u) d (fi u) = n d n £ u - d (« u) = d n 

.Se. dn e. a variacao de n para inn deslocamcnto dx ao longo do raio. lemos. 
pela definicao do gradiente, 

(J x ^ 

d n — grad n d x = grad n ds = u grad n d s 

ds 


Numa superffeie de descominuidade entre dois rncios 1 e 2. tenios 

A (« u) = n 2 u 2 - /i, u, 


e a (2.56) e equivalent a lei de Snell, pois T • Uy= sen 0; (/ = 1 ,2) 
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e, substituindo na equacao acima. vein 


. d(riu) 
u • — - — - 
d s 


u • grad 72 


(2.59) 


O vetor grad n 6, como sabemos, perpendicular as superficies n = consiante, 
on seja, e // N (fig. 2.47). Mas o mesmo vale para d ( n ii) / ds, pois. peia (2.56). 

A A A 

n u so pode mudar ao longo de N (nao muda na diregao tangencial T ). Logo, 

A . A A 

decompondo u nas direcoes N e T , vemos que a (2.59) equivalc a 



d_ 
d s 


( 

n 

K 


d x > 
ds y 


= grad 77 


(2.60) 


que se chama de equacao diferencial dos raios. , 

Em particular, num meio homoggneo , onde n =\eonstante ( grad n = 0), a 
(2.60) fica 


cuja solucao geral e 


x = aj + b 


onde a c b sao vetores constantes: 


a — u 0 (diregao inicial do raio) 
b = Xq (posigao inicial) 


(2.62) 


Recuperainos assim a propagacdo retiUnea num meio homogeneo. 


2.11 %k gsgi§3fl@ggig@ ©fico-mecaimga 

Em 1831, William Rowan Hamilton dcscobriu uma analogia extremamente bo- 
nita entre a otica geometrica e a tnecanica class icci. Foi com base nessa analogia 
que ele refonnulou as leis da mecanica classics em termos das equagdes de Hamilton. 
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que sao discutidas em cursos de mecanica anaiftica; a equagdo de Hamilton- Jacobi, 
geralmente aprcsentada nesses cursos de forma muito abstrata, tem uma interpre- 
tagao ffsica muito simples e inmitiva quando formulada em termos dessa anaiogia. 

A anaiogia compara a trajctoria segundo a otica geometrica de um raio lumi- 
noso num meio inomogeneo. de fndice de refracao n ( x ) , com a irajetoria de uma 
partfcula num campo de forcas conservativas, de acordo com as leis da mecanica 
cl&ssica. A motivacao estava relacionada com a teoria corpuscular da luz; ja vimos, 
p. ex., na interpretacao corpuscular da reflexao e da refracao, que os desvios da 
direcao de propagacao ncstcs casos sao atribufdos a forcas que atuam sobre os 
corpusculos na interface entre dois meios. 

Num meio otico inomogeneo, como vimos, a trajetoria de um raio luminoso 
fica dctcrminada quando damos sua posicao inicial Xo e sua clirecao initial, de- 
finida pelo vetor unitario uo, tangente ao raio em x 0 . Na mecanica classica, para 
uma partfcula de massa nt num campo de forcas conservative em que a energia 
potencial e V ( x), nao basta dar x 0 e a direcao inicial u 0 do movimento: e preciso 
dar a velociclade inicial vo = vo uq. que contem, como informacao adicional, a mag- 
nitude vq da vciocidade. 

Entretanto, se a energia total E da partfcula for fixada, vo fica totalmente dc- 
terminada pela posicao inicial Xo. Com efeito, a conservagao da energia da 

(2.63) 

onde p = m v e o momento linear da partfcula. A (2.63) da entao 

v n - K\ = ^ [E - V(x„)] = v„(x 0 ) (2.64) 

ou seja, a magnitude v« da velocidade em cada ponto Xo fica inteiramente determ i- 
nada para E dado; so resta arbitrar a clirecao inicial Uo da trajetoria, como no caso 
dos raios luminosos. 

Temos entao, em cada ponto x, um valor bem definido da magnitude p (x ) do 
momento linear do uma partfcula que passe por esse ponto: 

(2.65) 
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Seja x = x ( s ) a equacao paramdtrica de uma trajetdria, em funcao do arco de 
curva ao longo da trajetoria. Se s = s ( t ) e a lei horaria do movimento ao longo 
da trajetoria, temos entao ds/dt = v, c 


d x dx d s dx 

V = = v - V 11 

dt d s dt d s 


( 2 . 66 ) 


onde u, vetor unitario na dire£ao da velocidade, e tangente a trajetoria. 
Para determinar a trajetoria, aplicamos a 2.* lei de Newton: 


^ = F = 

d t 


— grad V 


(2.67) 


onde 


d p _ dj? d s _ d p 
dt d s dt d s 


d v 

m v 

d s 


d 


d s 


dx '' 
ds j 


( 2 . 68 ) 


em que foi usada a (2.66). 

♦ 

Por outro lado, a (2.65) da, pela regra da cadeia. 


grad p = 


d_P 

dV 


grad V = - j v2 


m 


E - V (x) 


- 1 — 1/2 


grad V 


--gra dV (2.69) 
P 


- grad V - — grad p = v grad p (2.70) 

m 

Substituindo a (2.68) e a (2.70) na (2.67), obtemos finalmente a equagdo dife- 
r ended das trajetorias : 


d_ 
d s 



d x 
ds 


grad p (x) 


(2.71) 


que tem exatamente a mesma forma que a equacao diferencial dos raios na otica 
geometrica, com n ( x ) subsliluido por p ( x) [cf.(2.60)]. Como n ( x ) 6 um numero 
(adimensional), para completar a analogia basta dividir os dois membros da (2.71) 
pela constante 
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p 0 = -\[2m E (2.72) 

que e o moment*) de uma particula livre de energia E, definindo: 

(2.73) 

que e real para E > V(x) (regiao acessivel ao movimento). 

A (2.71) da-entao 

— \n (x) - — - grad n (2.74) 

dst ds J 

que 6 exatamente a equagao diferencial dos raios, (2.60). 

Logo, a trajetoria cldssica de uma particula de energia E mini campo de 
forcas de energia potencial V (x) e identica ci trajetoria de um raio luminoso num 
meio inomogeneo de tndice de refracdo dado pela (2.73), de acordo com as leis da 
6lica geometrica . Essa 6 analogia otico-mecanica descoberta por Hamilton. 

Exemplo : Consideremos o movimento de uma particula no campo gravi- 
tational uniforme proximo a superficie da Terra, para o qual 

V (z) = mgz 

tomando origem no solo (z. = 0). Seja 

E = m g h 

(h = altura maxima alingivel pela particula). Temos cntao, pela (2.73), 

n = 

que diminui quando z aumenta, como na fig. 2.44(b). 

Se tomarmos a origem como ponto inicial da trajetoria, com u 0 no piano (x,z), 
e 




U 0 = (a 0 , P Q ) (a 0 , P 0 - cosenos dirctores) 
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a trajetoria permanece nesse piano, e a componente x da (2.74) fica 


d 

/ 

d x 

d n 

d x 

a x 


n 

= — = 0 

n — = constante = 

n 

d s 

, ds ) 

dx 

d s 

^ d S ) 0 


onde, para, = z = 0, (dx/ds)o = uo.r=Cb t en(z = 0) = 1. Logo 

d x d x a n 

n — = a 0 — = — — ■ u — 

ds ds Vl -(z/h) 

Como (clxy + ( dz ) 2 = (ds) 2 , isto da 

dz _ ^dx\ _ j pg - (z / h) 

d s y I - (z / h) 

V 

onde o sinal decorre de ( rfz/ Js*)o = wo c = p n . 

Dividindo mcmbro a meinbro uma dessas relacoes pela outra, vein 



Integrando ambos os membros entre (0,0) e (x,z), vem 



Fig. 2.49 Trajetoria parabolica 
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equacao da parabola (fig. 2.49) que passa pela origem, com direcao inicial 
uo = ( cxo , po ) no piano (x,z) 9 que e a trajetoria prevista pela mecanica cMssica para 
a velocidade inicial v 0 Uo = V 2E/m ( cxo, Po) (verifique!). 

Uma das aplicagoes importantes da analogia otico-mecanica e a odea elet ro- 
uted, ou, mais geralmente, a dtica de feixes de partfculas. Trata-se de manipular um 
feixe de partfculas, tratado pela mecanica classics, como se fosse um feixe de luz 
na aproximaqao de otica geometrica, usando campos de forcas para desviar ou fo- 
cal izar o feixe, construindo elementos analogos a espelhos, prismas, lentes, etc.. 

No caso dos eletrons, por exemplo, podem ser usados campos eletroslaticos 
para esse fim. Um campo eletrico uniforme entre placas paralelas, que produz uma 
trajetoria parabolica, como vimos no exemplo acima, e usado para desviar um feixe 
de eletrons, funeionando como um prisma na otica. Isso sc faz iiuni lubu de os- 

Um exemplo de uma lente eleirostdtica 
(fig. 2.50) e uma placa com um pequeno 
orificio circular, com uma diferenga de 
potencial em relagao a outra placa dis- 
tante. As superficies equipotenciais (fig. 
2.50) formam protuberances para fora do 
orificio, e a forqa F sobre um eletron 
num ponto P tern uma componente radial 
que aponta para o eixo, exercendo um 
efeiro de focalizacao. Lentes analogas a 

Fig. 2.50 Lente eletrostatica; l.f. = linha de forca 

essa sao empregadas no microscdpio ele - 
trdnico , que permite obter aumentos muito mais elevados do que um microscdpio 
otico, por razoes que serao discutidas mais adiante (Sec. 4.8). 

Existem tambem lentes tnagnedcas para partfculas carregadas. A focalizagao 
desempenha um papel importante para os feixes de aceleradores de partfculas. 

A analogia otica-mecanica tambem teve um papel fundamental na formulapao 
da mecanica qu&ntica, conforme veremos. 

Observances: 

Na otica geometrica, como vimos, o caminho otico entre dois pontos P 0 e Pi e 
estacionario, ou seja, 

7~T . r* j 

Principio de Fermat: 8 n ds = 0 


ciloscopio ou de TV, por exemplo. 
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Pela analogia otico-mecanica. o analogo dessa propriedade para trajetorias na 
mecanica classica 6: 




Princfpio de Maupertuis: 5 

pds - 0 

Po 


Uma vez obtida a trajetdria, a lei horaria sobre ela resulta da relagao 


, ds 

at — — y~\ : basta integrar 

>’ (x) 


PROBLEMAS 


1. O angulo de incidencia 9i para o qual o raio refletido e perpendicular ao 
raic refratado chama-se angulo de Brewster, (a) Obtenha o angulo de Brewster 
0i h cm funcao do mdice de refracao reiativo n \2 do meio 2 em rela^ao ao meio 1; 
(b) Calcule 0|g para as seguintes interfaces: ar/agua; ar/vidro comum. 

2. Num galvanometro sensivel, a dcflexao do fio de torcao produzida pcio 
campo magnetico da corrente e medida pela dcflexao de urn feixe de luz refletido 
por urn pequeno espelho piano preso ao fio. Se o espelho gira de um angulo 0, de 
quanto gira o feixe de luz refletido? 

3. Quantas imagens de uma fonte puntiforme situada entre dais espeihos que 
formam entre si um angulo 0 = 90° sao produzidas? E se 0 for = 120°? Generalize 
para 0 = 2 %/n 9 com n inteiro. 

4. Uma pessoa tem 1.75 m de altura, e a distancia de seus olhos ao solo e de 
1,60 m. Para que ela possa ver a sua imagem completa num espelho piano de porta 
de armario: (a) qual deve scr a a altura minima do espelho? (b) a que distancia do 
chao deve estar a borda inferior do espelho? 
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5. Uma lamina de vidro de faces plaiias paralelas tem uin fndice de refracao 
n e cspessura /?. Um raio de lu 2 incide sobre ela com Sngulo de incidencia 0j. 
Mostre que o raio transmitido atraves da lamina e paralelo ao raio incidente. A 
dist&ncia perpendicular d entre o raio transmitido e o prolongamenio do raio inci- 
dente chama-se desvio lateral. Calcule d emfiingdo de n, h e 0i. 

6. Considere um prisma de angulo de 
abertura a e um raio incidente sobre uma 
face com angulo de incidencia 0j: seja n 
o fndice de refracao do prisma. Chama-se 
desvio 8 o angulo entre as direcoes do 
raio emergente e do raio incidente (fig.). 
Mostre que, para pequcnos angulos de 
abertura (a « I) c pequenos angulos dc 
incidencia (0, « 1), o desvio e independenie dc 0i e e dado por 6 = (n - 1) a. 

7. Relacione 5 no Probl. 6 com n e 0i no caso geral (sem supor a e 9i pe- 
quenos), e mostre que 8 e minimo quando o angulo de emergencia 0'i (fig. acima) 
6 igual a 0j. Mostre que, quando isso acontece, vale a relacao 


sen 


sen — 
0 


\ (5 + «) 



onde 8 e o angulo de desvio mfnimo. Essa relacao 6 empregada para medicoes 
precisas do fndice de refracao n. 


8. Quando um raio de sol penetra numa 
gota de agua, ele sofre reflexdes mul- 
tiplas internas acompanhadas de trans- 
missoes parciais para fora. Considere 
um raio ABCDE que sofre uma unica 
reflexao interna antes de emergir da 
gota (fig.), (a) Mostre que o desvio 0 
do raio emergente DE cm relagao a di- 
regao de incidencia AB 6 dado por 
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e = K + 2 0, - 4 0, 


onde 02 e o angulo de refragao associado ao angulo de incidencia 0i (trate a gota 
como uma esfera de indice de refracao n). O area- iris primario se forma quando o 
desvio 0 e minima, (b) Mostre que isso acontece para um angulo de incidencia 
0i r tal que 


sen 0 1R 


4 - n 2 

\ 3 


(c) Calcule o angulo 0 correspondente (Angulo do arco-iris primario) para luz ama- 
rela. 



9. No modelo simplificado de fibra otica 
discutido na Sec. 2.4 (cilindro circular de 
vidro), calcule o angulo de incidencia 0 
maximo na face de entrada (fig.) para o 
qual a luz sera guiada dentro da fibra por 
reflexdes totais sucessivas, em funcao do 
indice de refracao n da fibra. 

10. Repita a dedugao vista na Seg. 2.6 para um espelho esferico convexo , 
mostrando que se obtem a mesma relacao distancia-imagem (2.18), mas com R < 0. 
Mostre que a expressao (2.21) do aumento lateral tambem permanece valida nesse 
caso. 


11. Para um espelho esferico, tambem podemos tomar a origem no foco t , 
em lugar do vertice do espelho. Sejam PF = xe QF = / as distances objeto e 
imagem, respectivamente, referidas ao foco. Demonstre a formula de Newton 
xx' =f 2 [ cf. (2.34)]. 

12. Justifique os seguintes metodos rapidos para determiiiar se um espelho 
esferico e concavo ou convexo: (a) Olhando para a propria imagem desde um ponto 
proximo ao espelho: se a imagem e aumentada, o espelho e concavo; se e dimi- 
nuida, e convexo. (b) Olhando de uma grande distancia: se a imagem e invertida, o 
espelho e concavo; se e ereta, e convexo. 
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13. Repita a dedugao da Sec. 2.7 para uma superffcie refratora esferica con- 
cava, mostrando que a (2.28) permanece valida (com R < 0), bcm como a ultima 
expressao na (2.32) para o aumento lateral. 

14. A partir da (2.20), trace um grafico de ( q/f ) em funeao de ( p //), to- 
mando para (/?//) os pontos ± 0,5 , ± 1,0 , ± 1,5 ,±2,0 e ± 3,0. Para cada um desses 
pontos calcule o aumento lateral. Interprete os resultados em termos de objetos 
reais ou virtuais, imagens reais/virtuais, eretas ou invertidas, para cada um dos pon- 
tos acima, fazendo o tragado de raios correspondente, (a) para um espelho concavo; 
(b) para um espelho convexo. 

15. O diametro medio da Lua e -3,48 x 10 3 km e a distancia Terra-Lua e 
= 3,82 x l(f km. Se empregarmos um telescopic refletor esferico de 5 m de dia- 
metro para observar a Lua, qual sera o diametro. da imagem da Lua vista pelo 
telescopio? 

16. Deduza a equagao (2.42) para uma lente delgada construindo a imagem 
por duas refragoes sucessivas, nas superficies esfericas dianteira e traseira da 
lente. 

17. Deseja-se projetar um espelho de toalete concavo que aumente a imagem 
2 vezes, para jovens de visao normal, com distancia de visao mais nitida 
d\ - 25 cm. (a) Qual deve ser o raio de curvatura? (b) Qual e a distancia ideal de 
uso? 


18. Um espelho esterico tern distancia tocal J. Ache duas posigoes de um 
objeto para as quais o tamanho da imagem e A vezes maior que o tamanho do 
objeto. Discuta todos os casos possiveis, conforme o espelho seja concavo ou con- 
vexo e a imagem (objeto) seja real ou virtual; em cada caso, desenhe o tracado de 
raios mostrando as posicoes de objeto e imagem em relagao ao v6rtice e ao foco do 
espelho. 

19. O raio dc curvatura dc uma lente plano-concava de vidro (n = 1,5) e dc 
0,5 m. Calcule sua distancia focal (a) no ar; (b) quando imersa num tfquido 
(S 2 C) de fndice de refracao absoluto 1,63. Comente 0 resultado. 



Cop. 2 - p-coferra? 49 


20. Sem fazer a aproximacao paraxial, calcule a distancia q da “imagem” pro- 
duzida por uma superficie refratora esferica convexa de raio de curvatura R para 
um raio incidente paralelo ao eixo. em funcao do indice de refracao relativo n l2 e 
do Sngulo de incidencia 0i. Mostre que o resultado dependc de 0j, mas, na aproxi- 
macao paraxial, reduz-se k distancia focal imagem, independente de 0i. 

21. Uma lente delgada convergente de distancia focal fe colocada entre nm 
objeto e um anteparo fixos, a uma distancia d > 4/um do outro. Desloca-se a lente 
ate que ela forme uma imagem nftida do objeto no anteparo. (a) Mostre que exis- 
tem duas posicoes diferentes da lente para as quais isso acontece. (b) Sejam y e 
y" os tamanhos da imagem correspondentcs a essas duas posicoes. Demonstre que 
o tamanho do objeto e a media geometries de y' e y". 

22. Demonstre que a distancia focal de uma lente delgada biconvexa pode ser 
expressa em funcao do diametro D da lente, de sua espessura t e do seu mdice de 
refracao n\ 2 relativo ao meio. 

23. Obtenha a equacao das lentes delgadas para uma lente de mdice de re- 
fra^ao nz siluada entre dois meios de indices n\ e m. Verifique que o resultado se 
reduz ao que foi obtido, quando n\ = n 3 . 

24. Chama-se potencia P de uma lente, c inverso de sua distancia focal/ (se 
/ for medida em m, P se mede em diopirias). Considere duas lentes delgadas de 
potencias P\ e P 2 em contato uma com a outra. Mostre que equivalem a uma unica 
lente de potencia P = Pi +■ P 2 (soma algebrica). 

25. Se dermos um pequeno deslocamento Ap & posicao de um objeto, ao 
longo do eixo de uma lente delgada, a imagem desse objeto se desloca de A q. A 
razao A q / A p chama-se aumento longitudinal. Demonstre que 


A q / A p — —m 1 


onde me o aumento lateral: podemos considerar A q como a imagem de um pe- 
queno objeto situado ao longo do eixo. Se esse objeto e uma seta, a imagem aponta 
no mesmo sentido ou em sentido oposto? 
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26. 0 fndice de refracao de um rneio inomogeneo, em funcao da altitude z, e 
dado por n — no -f ri z , onde 720 e n sao constantes. Um raio luminoso no piano (x 
z ) parte da origem numa direcao de cosenos diretores ( Cty , )- Obtenha a equacao 

da trajetoria desse raio. 



27. lima esfera transparente de fndice de 
refracao n , espelhada numa ealota AB da 
sua superffcie, com centro em C (fig.), e 
usada como retro- rejle lor : qualquer raio 
1 paralelo ao eixo CD e paraxial (proxi- 
mo ao eixo) e refletido em C e voita em 
sentido inverso (raio 2 : fig.) 

Calcule o fndice n. 


28. Uma lente delgada biconvexa tem distancia focal f. (a) Demonstre que a 
distancia minima entre um objeto e sua imagem real c igual a 4f. Para que distan- 
cia p do objeto a lente esse mfnimo e atingido? (b) Qual e o aumento lateral na 
situacao do mfnimo? (c) Desenhe 0 tracado dc raios correspondente a situacao do 
mfnimo, tomando como objeto uma seta perpendicular ao eixo. 
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INTERFERENCE 

So? isaterfes'ensisa dte ©ssgicas 

lUlm experimento fundamental para demonstrar a natureza ondulatoria da luz 
foi realizado em 1801 por Thomas Young. Young, formado em medicina, deu con- 
tributes fundamentals a teoria da elasticidade (modulo de Young), a anatomia 
(mecanismo da acomodacao no olho) e a egiptologia (ajudou a decifrar a pedra de 
Roseta), alem das suas contributes a otica. 

Um efeito caracteristicamente ondulatorio, cncontrado quando ondas se super- 
poem, e o efeito de interferencia . que ja discutimos para ondas sonoras (Fis.Bds. 2 , 
cap. 6). Foi Young quem primeiro chamou a atencao para esse efeito, dando o 
exemplo de dois conjuntos de ondas na 3gua que chegam juntos a um canal estrei- 
to, observando: u se entrarem no canal de tal forma que as elevacoes de um coin- 
cidem com as do outro. produzirao como resultado elevacoes maiores; mas se as 
elevacoes de um coincidem com as depressoes do outro, preencherao exatamente 
essas depressoes. e a superficie da agua permanecera em repouso. Afirmo agora 
que resultados semelhantes ocorrem quando duas porcoes de luz se juntam, e 6 o 
que chamo a lei geral da interferencia da luz”. 

Para demonstrar esse efeito, Young usou 
lima fonte puntiforme de luz F (fig. 3.1) 
para iluminar um anteparo opaco l 4 onde 
havia dois buraquinhos de alfinete Pi e P 3 
muito proximos entre si. e observou o re- 
sultado sobre outro anteparo ©, cada pon- 
to P do qual e atingido por dois caminhos 
diferentes 1 (P^P ) e 2 (FVP) . Em lugar 
do resultado ser a soma das iluminagoes 



Fig. 3.1 Experimento de Young 
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dos dois orificios, apareeiam franjas brilhantes e escuras, as f ran j as de interferin' 
cia. 

Para analisar cfcitos como esse, precisamos de uma representagao do sinal lu- 
minoso. Vimos no curso de eletromagnetismo que a luz e uma onda eletromag- 
netica, descrita atraves dos eampos E e B. Entretanto, para entender os efeitos de 
interferencia e difragao da luz. nao € necessario, na maior paite dos casos, levar em 
conta o seu carater vetori'al. Simplifica muito o tratamento empregar, como fare- 
mos, uma fungao de onda escalar E(x,t), que poderia ser pensada como um ana- 
logo escalar do campo eletrico da onda. Discutircmos a otica eletromagnetica no 
Cap. 5. 

As experiences de interferencia mais simples sao feitas com luz monocromd- 
tica (p. ex., luz amarela de vapor de sodio), correspondendo a uma / requeue ia an- 
gular de oscilagao co fixa. Para simplificar a analise de oscilacoes harmOnicas, con- 
vem adotar, como sempre temos feito ( Fi's.Bas . 2 e 3). a notacdo complexa , esere- 
vendo 


E (x , ?) = Re 


Na representagao de uma onda plana , p. ex., 

v (x) — A e 10 • ^ k ' x E (x , /) = A cos (k x - co t + 6) J (3.3) 


v 


(*) 


-/ a> i 


(3.2) 


A = amplitude (real) da onda ( A e /S = amplitude complexa) 


\}f ( x , f ) = k • x - (0 / -h 5 = fase da onda 


. , A , , . CO 0) 

k = k u = vet or de onda ; k - — — n — = nk 0 

v c 


v = velocidade de fase 
n - in dice de refragao 


2 % 

k - — - numero deonda ; A — comprimentodeondanomeio 
A 


2jz 

0 ) = 2k x = — ; v - freqiiSncia ; T- penodo 


2 % 

k 0 = — — numero de onda reduzido 
Aj 

A u = comprimcnto dc onda no vacuo 
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ii = versor da diregao de propaganda 
8 = constant e de fase. 


As frentes de onda (superficies de fase 
\|/ = constante) sao pianos perpendiculares 
a dirccao do vetor de onda k (fig. 3.2). 


Fig. 3.2 Onda plana 





Analogamente, para uma onda esf erica, proveniente de tuna fonte puntiforme, 
com o o oscilador de Hertz (Fes. Bds. 3), 



Fig. 3.3 Onda esferica (3-4) 


onde r — Ixl. 

A amplitude cai com (1/ r), e as frentes de onda sao esferas r = constante (fig. 

3.3). 

Como relacionamos a infens idade da luz com a funcao de onda associada 
£(x , t)l A intensidade esta relacionada com a energia por unidade dc tempo e de 
area que atravessa um elemento de area perpendicular a direcao de propagacao (cf. 
F(s. Bds. 3). 

Para uma onda monocromatica, o valor instantaneo da intensidade oscila 
no tempo, numa dada posicao x, como co$”(cq? + a) , onde a e uma constante 
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[cf.(3.3)> (3.4)]. Para Iuz visivel, 
co - 10 lo s _l , essa oscilacao e tao rapida 
que um detetor so rcgistra o valor medio 
temporal , com (fig. 3.4) 


valorem media? 




j < cos 2 (a) t + a) > = < sen 2 ( 0 1 + a) > = — 

1 _ - 


(3.5) 


For conseguinte, podemos dizer que o valor medio da inienstdade 6 propor - 
cional a 


/(x)= v(x) 


(3-6) 


que 6 constante para uma onda plana e cai com o inverso do quadrado da distancia 
a fonte para uma onda esfdrica. 

No experimenlo de Young com luz monocromatica, a fungao de onda resul- 
tante num ponto Pea soma de duas contribuigoes, lima proveniente do orificio Pj 
e outra de Pi : 


E(x, r) = Re 


5 (x)e _ ' “ r +■ v 2 (x)e~ im! 


(3.7) 


Logo, a intensidade resultante em P e 


| /(x) = | V. (x) + v 2 (x)f | (3.S) 

Como I e~ ,e>T \ = 1 ,0 fator temporal nao afeta 0 resultado. Por essa razao, em 
todo o tratamenlo de ondas monocromdticas daqui por diante o fator temporal 
e~ l(al sera omitido ; trabalharemos diretamente com a fungao de onda resultante 
v»(x) , ficando subentendido que o resultado compieto, dependente do tempo, e 
dado pela (3.2). 

A (3.8) pode ser escrita 


/(x)= |v'j |e' <Pl +|v 2 |e ,<p - 


2 


(3-9) 




3 '« 


rersnri- dz o'ds 
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onde indicamos separadamente o modulo e a fase (argumento) de cada numero com- 
plexo. Resulta 



v, 


* 5 + 


V*2 



9 : 



l ij>- 




+ e -'(^2 -<!>■.) 


/(x)=jv| = ]v,| +|v 2 [ +2|v, v 2 ] cos 


<h - <P; 


(3.10) 



Imv 


Fig. 3.5 Soma de dois numeros complexes 


cuja interpretacao geometrica em termos 
do diagrama de Argand no piano comple- 
xo (fig. 3.5) 6 relacionar o modulo da re- 
sultante de dois vetores com cada um de- 
les. Como I vi I 2 e a intensidade h devida 
somente a onda Vi (analogamentc para 
Ii), o resultado pode ser reescrito: 


/ = /j + 1 2 + 2^7, 1 2 cosA 


(3.11) 


onde 


A = q) 2 - q>i = DI FERENC A de FASE entre as 2 on das 


(3.12) 


O liltimo termo da (3.11) chama-se tenno de interferencia , e a (3.11) e a lei 
bdsica da interferencia entre duas ondas. 

Temos interferencia construtiva quando A = 2n% ( n = 0,±1 ,±2,...) , 
cos A = 1 , e interferencia destrutiva quando A = (2rc-rl)ft, cos A = — 1 : 


A = 2 rc7t => / = 



i 


A = (2 n + 1)tt = 2 - / 


(Jf — (destrutiva) 


(3.13) 


Em particular, se as duas ondas t£m a mesma intensidade ( U = h ) , resulta 
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Infsi 'feranda 


L - L < 

/ = 4 T, (construtiva)] 

. 

'l 1 2 

\1 = 0 (destrutiva) 



(3.14) 


Efeitos de interferencia como esses sao caracteristicos de ondas, e inexplica- 
veis numa teoria corpuscular da luz, quando esperarfamos que a intensidade resul- 
lante fosse a soma das intensidades, sem termos de interferencia. E particularmente 
intrigante que “luz mais luz” possa resultar em escuridao! 


&ne9is@ do experiment© de Young 

No experimento de Young (fig.3.6), ti- 
picamente, a distancia d entre as aber- 
turas e muito pequena em confronto 
com a distancia entre os anteparos -A e 
(5. Vamos tornar como oriffcios fend as 
longas (perpendicuiares ao piano da 
fig. 3.6). de modo que a figura de in- 
terferencia observada tera a mesma 
simetria (tomamos a fonte F sobrc o 
eixo). 

De conformidade com o Principio de Huygens, os pontos Pi e P 2 funcionarao 
como fontes puntiformes, gerando ondas esfericas. Como sao excitados pela mesma 
frente de onda incidente \f, oscilarao na mesma fase (tomamos a origem das fases 
sobre A> para simplificar) de forma que podemos representar a funcao de onda no 
ponto de observagao P (contribuigoes dc Pi e P? ) por 

p(P) = V, + v 2 = - e ik ‘' + - e ik *- (3.1 5) 

'i r 2 

pois, devido a exciiacao simetrica, as amplitudes 4 tambem serao as mesmas; na 
(3.15), r, = FTP e n = P?P. 

Seja R = PO. Como d « R , vemos na fig. 3.6 que 
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Nos denominadores da (3.15), podemos substituir n e r 2 por R , com erro 
desprezfvel. Entretanto, isso nao se aplica aos ex poentes das exponenciais, pois 


kd = 2 k 


d_ 

X 


» 1 


(3.17) 


Com efeito, a distancia d entre as fendas e tipicamente muito maior que o 
comprimento de onda no visivcl. 

Logo, 



A 

f 

ikd N 

A 


ikd 

~ ex P 

ikR- 

sen 0 

+ — exp 

i k R -t 

sen 0 

R 

\ 

2 J 

R 

% 

2 


(3.18) 


A intensidade resultants e da forma (3.11) com 


e 




A = <p 2 — o, = k d sen 0 


cuja interpretacao ffsica e imediata; 


d sen 0 » r 2 - r { 


(3-19) 


(3.20) 


(3.21) 


6 a diferenga de caminho entre as contribuigoes de P 2 e P] 
A (3. 1 1 ) fica entao 


l = 2 7, (I + 


cos A) = 4 I\ 



(3.22) 


onde I\ 6 a intensidade que resuitaria se uma unica fenda estivesse aberta. 
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Fig. 3.7 Intensidade em funcao da defasagem 


A intensidade e maxima em O ' (fig. 3.6), 
onde 0 = 0 (contribuicoes em fase), e os- 
cila periodicamente entre 4 h e 0, confor- 
me indicado na fig. 3.7, correspondendo 
a franjas de inierferencia claras e escu- 
ras. 


O espacamento angular entre dois minimos (oil maximos), como scn0 = 0 nas 
condicoes consideradas, c 


A 0 


2 % 
kd 



(3.23) 


e o espacamento correspondente. no piano de observacao (D, 6 ~ R A 0. 

Para 1 = 5x10“" cm , d = 0,5 mm = 5 x 10“~ cm . temos A 0 - 10“^ rad c , se 
R ~ 2 m = 2 x 10 2 cm , o espacamento das franjas e R A 0 ~ 2 mm. 

Pelas (3.20) e (3.21), as condicoes de interferencia construtiva e destrutiva sc 
interpretam facilmcnte: 


(n = 0,± 1 ,...) 


r 2 — r, = n 1 =?> A = 2 tn k (construtiva) 


=\n-r- 


1 => A = (2 11 -h 1)71 (destrutiva) 


(3.24) 


Nas palavras de Young, “O centro ... e sempre brilhante, e as faixas brilhantes 
de ambos os lados estao a distancias tais que a luz, chegando a elas de uma das 
aberturas. tera percorrido uma distancia maior do que a que vem da outra. de um 
intervalo igual a largura de uma, duas, tres ou mais das ondulacoes, ao passo que 
as escuras correspondem a uma diferenca de meia ondulacao, uma e meia, duas e 
meia, ou mais.” Young usou os resultados para estimar, com razoSvel precisao, os 
comprimenlos de onda associados aos extremos violeta e vermelho do espectro. 

Para pontos P entre e © no piano da fig. 3.6, as equates (3.24) definem 
lima famflia de hiperbol.es n — n = constante com focos em Pi e P 2 , que sao os 
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lugares geometricos das linhas nadais e aniinodais, interseccoes de cristas com 
vales ou, respectivamente, de cristas (vales) com cristas (vales), para frentes de 
ondas secundarias emanadas de Pi e P 2 . Essas hiperboies sao visiveis em experien- 
cias com tanques de agua e ondas bidimensionais na superffcie da 2gua. 

Poderia parecer a primeira vista que intensidades duplas das que resultariam da 
soma das intensidades devidas a cada abertura isoladamente violariam a conservacao 
de energia, mas ha uma compensagao entre interferencia destrutiva e constmtiva. 

Com efeito, se calcularmos a intensidade media das franjas sobre uma 
regiao que contcm varias franjas, o valor medio de cos 2 (A / 2) na (3.22) e 1/2 
[cf.(3.5)i, o que da para a intensidade media 



(3.25) 


que e a soma das intensidades devidas as duas aberturas. A figura de interferencia 
corrcsponde apenas a uma redistribuiedo dessa intensidade media. 

As franjas tambem podem ser observadas (o que Young fez) com luz incidente 
branca, como a luz solar. Ncsse caso, a franja central e branca mas as laterals sao 
eoloridas: cada cor do especiro produz uma figura com espapamento diferente, c as 
cores observadas resultam da superposicao dessas figuras. So aparece um numero 
limitado de franjas nesse caso. pois longe do centro muitas figuras desigualmente 
espacadas, e de cores diferentes, se superpoem. 

Para que sc observe interferencia, porem, 6 essential, na expressao de Young, 
“que as duas porcoes de luz assim combinadas... sejam originarias da mesma fon- 
te”, isto e, que provenham da mesma frente de onda incidente 3-’na fig. 3.6 (devida 
a fonte puntiforme F ; que pode ser produzida com luz solar). Essa condicao foi 
empregada quando admitimos, na (3.15), que P, e P 2 oscilam em fase. Ela esta 
associada a ideia de coerencia , que voltaremos a discutir mais adiante (See. 3.6). 

3.3 @m S&mincss eielgssdia® 

Algumas das cores mais belas observadas na Natureza, como as cores das asas 
de borboletas e da plumagem de beija-flores, resultam de efeitos de interferencia da 
luz ao atravessar laminas delgadas de material transparentes — e o caso tambem 
das bolhas de sabao. 

Nesse caso, a luz sofre reflexoes multiplas entre as faces da lamina, e a inter 
ferencia nao envoi ve apenas dois feixes, como no experimento de Young; 6 uma 
interferencia de feixes multiplos. 
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Com efeito. consideremos uma lamina 
de indice de refracao n e espessura d 
situada no ar ( no = 1 ). e um raio in- 
cidente OA (fig. 3.8). Ele da origem a 
um raio 1 parcialmente refletido e um 
raio AB refratado. Em B, ha nova re- 
flexao e nova refracao parcial (raio 
transmitido 1'). Este processo conti- 
nua a se repetir, embora a intensidade 
va diminuindo a cada reflexao. Temos 
assim raios refletidos 1, 2, 3, ... e 
raios transmitidos V ,2' ... . (fig. 3.8). 


Os efeiios de interferdncia na luz refletida (soma das conti ibuicoes de 1 + 2 + 
3 + ...) on transmitida (raios l 7 -s- 2' + ... ) dependem da diferenga de caminho 
otico entre dois raios consecutivos refletidos ou transmitidos. 

Com efeito, como vimos na (3.3), o fator de fase associado a um percurso / de 
uma onda num meio de fndice de refracao n e 


exp (f kl) = exp (i k 0 n /) = exp 


2 i 7i 




nl 


(3.26) 


onde Xo 6 o comprimento de onda no vacuo (ar) e nl o caminho otico correspon- 
dente ao percurso l. 

Para calcular a diferenca de caminho otico entre os raios 2 e 1. notemos que 
CC 7 (X ao raio 2 ) pode ser considerada como frente de onda transmitida asso- 
ciada a frente de onda A A' (X ao raio BC ). Logo, os caminhos oticos [AC 7 ] e 
[ A 7 C ] sao iguais (compare com a fig. 2.12). 

A diferenga de caminho otico entre os raios 2 e 1 seria entao 

n (A B + B = n {X B + B A 7 ^ = nAA' = nAA cos G 2 


onde AAi = AjA = d(Aea imagem especular de A). 

Finalmente, representando a diferenga de caminho dtico por [2] - [1], viria 
(veja a fig. 3.8) 


[2] - [l] = 2 n d cos 0 2 [veja porem a (3.28)] 


(3.27) 
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Essa e tambem, pela simetria da figura, a diferenga de caminho otico [2'] - f V | 
entre dois raios transmitidos consecutivos. 

Pareceria entao que, quando hd interferdncia construtiva para a luz transmitida, 
a interference e tambem construtiva para a luz refletida. Isso seria incompatfvel 
com a conservacao da energia, pois um maximo da intensidade total transmitida 
deveria corresponder a um minimo da intensidade total refletida. 

A origem dessa dificuldade esta em termos admitido tacitamente que nao ha 
mudanca de fase na reflexao. isso nao e sempre verdade. 

Ja vimos para outros tipos de ondas que, quando unia onda se reflete na inter- 
face entre dois meios, pode refletir-se sem mudanca de fase ou com mudanca de 
fase de k (troca dc sinal: e irz = - 1 ), dependcndo das condicoes de contomo, ou 
seja. do que acontece na interface. 

Assim, um pulso que se reflete na extremidade fixa de uma corda vibrante 
volta invertido (defasagem de k ), ao passo que nao muda de fase ao refletir-se 
numa extremidade livre (Fis. Bas. 2, Seq. 5.6). Analogamente, uma onda acustica 
de deslocamento se reflete com mudanca de fase de n numa extremidade fechada 
de um tnbo de orgao, mas sem defasagem numa extremidade aberta (idem. Sec. 
6.4). 

Na fig. 3.8, vemos que a onda refletida 1 corresponde a reflexao vindo de um 
meio menos refringente ( /zo = 1 ) ao encontrar outro rnais refringentc ( n > 1 ), ao 
passo que a reflexao de 2 no ponto B e de um meio mais refringente para um 
menos refringente. 

Para ver que tern de exisiir uma defasagem adicional de % (mudanqa de sinal) 
num desses dois cases, consideremos o que acontecc quando a espessura d da la- 
mina 0. Nesse limite, nao pode haver reflexao: toda a luz dove ser transmitida. 
Logo, tern de haver uma defasagem adicional de re numa das interfaces (de no para 
n ou de ri para no ), para que as contribuicoes de 2 c 1 tenham sinais contraries. A 
(3.27) deve ser entao substitufda por 



(3.28) 


pois uma diferenca de caminho de ~ no ar corresponde a uma defasagem de k. 

Por outro lado, o raio 3 sofre ducts reflexoes adicionais em relacao ao raio 2 
(nos pontos C e D da fig. 3.8), ambas de n para n o , de modo que sua contribuicao, 
bem como as de 4, 5, ... lem a mesmo sinal que a de 2. Assim, quando d —> 0 
devemos ter. 




'nterre'encis 


contribui^ao de2 + 3 + 4 + ... CANCELA a contribuicao de 1 (d — > O) 

V s y ^ 

todas cm fa.se fa.se oposta 


(3.29) 

Pode-se demonstrar explicitamente que e isto que acontece (cf. Seg. 3.4). 

Por outro lado. para os raios transmitidos. duas contribuicoes consecutivas, 
como as de V e 2' , diferem por duas reflexoes adicionais, ambas de n para no (em 
B e em C), de forma que todas entram com o mesmo sinal e se reforcam, quando 
d — » 0.. levando a transmissao total neste limite, conforme esperado. 

Veremos mais tarde, na teoria eletromagnetica da luz (Sec. 5.6). como conse- 
quencia das condicoes de contorno. que a defasagem adicional de k ocorre quando 
o raio vem de um meio menos refringente (como o ar) para' um mais refringenie 
(como o vidro), nas condicoes usuais em que a interferencia e observada. 

A expressao (3.28) para a diferenca de caminho permite encontrar as condi 
c5cs de interfer6ncia construtiva ou deslruliva para a luz refletida, que, pelo que 
acabamos de ver, sao complementares as que prevalecem para a luz transmitida: 
quando uma delas c construtiva, a outra e destrutiva. Maximos de reflexao corres- 
pondem a mfnimos de transmissao, e vice-versa. Obtemos assim: 


2nd cos 0 2 — mXy (m — 0,1,2,.. .) 


M1NIMO de reflexao 
MAXIMO de transmissao 




2nd cos 0 7 = 


1 


m -} — 

V 2, 


A 0 (m - 0,1,2,...) 


MAXIMO de reflexao 
MINIMO de transmissao 


(3.29) 

Como no caso limite d — > 0 , demonstra-se que os mfnimos de reflexao cor- 
respondem a reflexao nula, ou seja, a transmissao total. 

Para observacao proxima da direcao normal ao filme ( 0i ~ 02 *** 0), se for- 
mos auinentando a espessura do filme a parlir de 0, o l.° maximo de reflexao 
( m = 0 ) ocorre para 




Isso corresponde ao fato de que a iniensidade varia periodicamente com a defasagem a = ( 2nd cos 0 2 )> 
com perfodo 2 k (veja a fig. 3.12 abaixo). 
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d 


\_ Xo = X 
4 n 4 


(3.30) 


onde ). e o comprimento de onda no interior do meio (k — n Jcq — > X — Xq / n): 
diz-sc quc se tem um “filme de urn quarto de onda”. 

Se tivessemos considerado uma situacao em que a lamina separa dois meios de 
indices diferentes, m e n u e o indice de refracao da lamina e intermediario, 
n ( < n < nu haveria defasagens de k tanto para o raio refletido 1 como para 2, ea 
diferenca de caminho otico correta seria dada pela (3.27). Nesse caso, a (3.30) 
define a condicao para o 1 .° minimo de reflexao. 

Isso e aplicado em filmes anti-refleiares. A luz que atravessa um sistema de 
lentes, numa maquina fotografica, p. ex., sofre reflexao parcial na superffcie de 
cada lente. Embora a perda de intensidade associada seja pequena para raios 
paraxiais, a perda total apos varias interfaces pode ser apreciavel, alem dos efeitos 
indescjSvcis da luz difusa. 

Para eliminar a reflexao, deposita-se nas superficies de todas as lentes em con- 
tato com o ar um filme dieletrico de 1/4 de onda, de indice intermediario entre os 
do ar e do vidro. Como o mdice de refracao varia com X, escolhe-se X na regiao 
mais luminosa do espectro visfvel, entre o amarelo e o verde. For isso, lentes com 
tais depositor refletem a cor complementary de tom purpura (lentes “azuladas"’). 

Se ti verm os um meio de espessura 
varia y el (no ar), observado corn 
0 , » 0 2 « 0 , a condicao de interferencia 
destrutiva, com luz incidcnte monocro- 
mdtica, serS satisfeita para espessuras 
d = 0 , d = X/2, d = X, ... onde apare- 
cem franjas escuras na luz refletida, co- 
nhecidas como franjas de igual espessura (fig. 3.9). 

Numa lamina de agua de sabao formada sobre um aro e colocada num piano 
vertical, a agua escorre para baixo, formando uma cunha. Observando com luz 
branca, as franjas escuras aparecem em alturas diferentes para diferentes X ; a luz 
refletida tem a cor complementar, formando as cores de interferencia tfpicas de 
bolhas de sabao. No topo da lamina ou de uma bolha antes de estourar, aparece 
uma tnancha preta 7 mostrando que a espessura da lamina tornou-se menor que A/4 
para todos os X no visfvel. 



Fig. 3.9 Franjas de igual espessura 
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Se colocarmos uma lente plano-convexa 
sobre uma placa de vidro plana (fig. 
3.10), forma-se entre elas uma lamina de 
ar de espessura variavel, permitindo ob- 
server, tanto na luz refletida como na 
transmitida, franjas de interferencia de 
igual espessura, sob a forma de aneis 
concentricos, que sao os aneis de New- 
ton. Eles ja haviam sido observados por 
Robert Boyle em 1663, mas Newton de- 

terminou com grande precisao a relacao 
Fig. 3.10 Aneis de Newton . , , 

enlie seus iaius c a espessura da cainaaa 

onde se formam, e deu uma ex pi i cacao ondulatoria da sua origem, em termos das 

ondas que associava aos “acessos de facil reflexao e facil transmissao”. Alem dis- 

so. usou-os para medidas altamente precisas de comprimentos de onda da luz! 

Uma aplicacao pratica importante das franjas de igual espessura e lestar ate 
que ponto uma superficie otica e plana, colocando-a em contato com uma super- 
ffeie plana padrao e observando as franjas de interferencia formadas na lamina de 
ar entre as duas superficies, que indicam as linhas de nfvel da superficie testada. A 
superficie testada pode ir sendo polida ate tornar-se “oiicamente plana”. 

Oulros exempios de cores de interferencia sao as cores das manchas de oleo 
sobre asfalto molhado, c as da plumagem dc beija-flores ou de asas de borboletas. 
Numa asa de borboleta azul, por exemplo, a interferencia se produz em laminas 
delgadas que recobrem a asa formando "terracos”: h& uni maximo de reflexao no 
azul para incidencia perpendicular; o tom de azul varia com o angulo de observacao. 



correspondendo a variacao com Q 2 do comprimento de onda associado a interferencia 
construtiva. Placas transparentes analogas existem na plumagem dos beija-flores. 


3*4 dies® int©B»#®s g 6fael€§ 



Se a luz refletida por uma lamina for 
colelada por uma lente L (tig. 3.11), for- 
mar se a num ponto P do seu piano focal 
uma imagem puntiforme brilhante ou es- 
cura conforme o angulo 0i corresponde a 
um maximo ou mfnimo de reflexao (a 
lente pode representar tambem o olho de 
um observador). 


Fig. 3.11 Imagem de interferencia 




65 


3 Si Discussao das rranjas dz nterferencia 

Isso vale para raios incidentes numa so direcao Gi . Entretanto, se tivermos 
uma fonte de luz extensa iluminando a placa, havera raios incidentes em toda uma 
faixa de angulos Of, e a intensidade das imagens correspondeiites variara conforme 

0 valor correspondents da defasagem, correspondendo a inn valor hem definido 
para cada inclinacao 0i . Observam-se nesse caso frcmjcis de interferencia de igual 
inclinagdo. 

Ate aqui discutimos apenas os valores de 0i para os quais a intensidade re- 
fletida (ou transmitida) e maxima ou minima, sem analisar como varia a intensi- 
dade entre os maximos e os mfnimos. 

A variagao depende da rejlelivida.de r das interfaces, que e a porcentagem de 
reflexao , ou seja, a fracao da intensidade incidente que se reflete. Como vimos na 
5 eg. 2.4, / varia com o angulo do incidencia (cf. Sec. 5.7). em geial, 6 pequena 
(alguns %) na incidencia perpendicular (0, = 0) e tende a aumentar com 6i. Na 
passagem para um meio mais refringente, r —> 1 (100% de reflexao) para 

01 —> k/2 (incidencia rasante). 

A refletividade tambem aumenta com o fndice de refragao relativo nn : quanto 
mais forte a descontinuidade entre os dois meios. maior e r. Pode-se aumentar r 
depositando na interface um filme composto de uma ou mais camadas delgadas dc 
meios transparentcs de indices convenientemente escolhidos (efeito oposto a um 
filme anti-refletor). Tambem se pode depositar um filme metalico fino: tem-se en- 
tao uma lamina semi-espelhada , como as que sao usadas em alguns oculos de sol; 
neste caso, uma fracao da intensidade e absorvida no interior do metal. 



Fig. 3.12 Refletividade e transmissividade 
em funcao da defasagem 


A fig. 3.12 [baseada na (3.35) abaixo] 
mostra a variagao da refletividade total T2 

da lamina e de sua transmissividade total 
xS (fragoes da intensidade incidente sobre 
a lamina que se refletem ou transmitem, 
respecti vamente), em fungao da de- 
fasagem entre dois raios sucessivos. 


A defasagem A. pela (3.26), e o produto de lc 0 pela diferenca dc caminho otico (3.27). 
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A = 2 Ilk* d COS 0-, = 


2 % 

/vA 


■2nd cos 9, 


(3.31) 


para incidencia perpendicular do ar sobre o vidro, com r - 0,04. A conservacao da 
energia da 


<£ + gr = 1 


(3.32) 


de modo que os dois graficos sao complemenlares: refletividade Q = 0 corresponde 
a transmissao total pela lamina, O' = 1. As expressocs para ^ e decorrcm da 
(3.35) abaixo. 

A visibilidade ou contrasie das franjas na luz transmitida e definida por 


v 


3™ - SL* 


cr _l cr 

■'max ‘ '-'min 


(3.33) 


que neste caso e ( 1,0 - 0,85) / ( 1,0 + 0 
pouco contraste de intensidades. 



,85) ~ 0,08 : as franjas sao palidas, com 


O grafico da fig. 3.13 mosira como xS 
vari.a a medida que r aumenta: as fran- 
jas vao ficando cada vez mais nftidas 
e mais eslreitas, com urn contraste 
crescente entre maximos e mfnimos. 
Por que isso acontece? 


Para compreender esse efeito, notemos que re a razao das amplitudes de dois 
raios consecutivos na fig. 3.8 (como 2' e V ). Com efeito, essas amplitudes dife- 
rcm por ducts reflexoes adicionais na interfaces (nos pontos B e C), em cada uma 
das quais a amplitude e reduzida por uni fator V r (r 6 a razao da inlens idade 
refleiida a incidente). 

Por outro lado. a diferenca de fase entre dois raios consecutivos e A . Usando 

* > 

notacao complexa, concluimos que a contribuicao do raio 2' difere da de \' por um 
fator re ,A . Logo, a soma das amplitudes complcxas dc todas as contribuicoes 
transmitidas V , 2' , 3' , ... e proporcional a 






(soma de uma progressao geometrica de magnitude da razao r < 1 ). Na realidade, 
ha um n.° finito de contribuicoes, mas. se o n.° total N de reflexoes e grande. 
( re ) * e desprezfveL por ser r < 1 . 

Por que razao a magnitude da soma (3.34) varia muito mais rapidamente 
com A para r proximo da unidade do que para r« 1, como ilustrado na fig. 
3.13? 

Se representarmos os termos da soma no piano complexo. obtemos uma soma 
de velures. cm que cada Lenno difere do anterior por ler sua magnitude multipli- 
cada por r e seu angulo de fase acrescido de A (rotacao por um angulo A ). Vamos 
comparar as resultantes tomando 4 termos e A = 0 . 7 e f , com r = 0,25 num caso 
e r — 0.8 no outro (fig. 3.14). Vemos que a resultante R decresce muito mais rapi- 
damente, quando A aumenta, no 2.° caso do que no l.° (o comprimento de R foi 
ajuslado para ser o mesmo nos 2 casos, para A — 0, quando = 1). Quando r e 
pequeno, a resultante 6 praticamente a soma dos 2 ou 3 prime! ros termos, sendo 
pouco afetada pelas defasagens; quando r e proximo de 1 , os vetores “espiralanr’ 
rapidamente com 0 aumento de A e R decresce logo. 

r = 0,25 r = 0.8 



^ 2 

Fig. 3.14 Variacao da resultante com r 
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Interference 


Assim, para r proximo da unidade, as franjas de interferSncia na luz transmi- 
tida adquirem o aspecto de riscas brilhantes e muito estreitas (maximos de trans- 
missao) nuni fundo escuro. 

A largura (em termos da defasagem A ) das franjas de interferencia e da ordem 
de t = 1 - r, a transmissividade de uma das interfaces. Coni efeito, em cada re- 
flexao interna, uma fracao r da intensidade e reflelida e uma fracao r e transmitida. 
Logo, o numero de reflexoes sofridas por urn raio antes que a maior parte de sua 
intensidade tenha sido transmitida e da ordem de 1 it. Para A = 2m%, os raios 
interferem em fase. Para A = 2 inn + z, a defasagem acumulada apos 1 It refle- 
xoes e da ordem de s/f, e a interferencia comeca a se tornar destrutiva quando esta 
defasagem e - 1, confirmando que a largura das franjas corresponde a e ~ t. 

A i a/.au pur que i tern de ser pequena para que as franjas sejam estreitas e 
portanio que, quando o numero medio de reflexoes sofridas antes da emergencia do 
raio e grande, uma variacao muito pequena da defasagem, devido ao efeito cumu- 
lative, ja e suficiente para levar da interferencia construtiva a destrutiva. 

Para uma discussao mais quantitativa da largura das franjas. caiculemos a in- 
tensidade associada a amplitude complexa (3.34), que 6 proporcional a transmis- 
sividade total 0T: 



1 

1 4- r 2 — 2 r cos A 


1 

(l - rf +2 r (l - cos A) 



2 A ? A 
t +4rscn“ — 

Uy 


(3.35) 


Como deve ser £f - 1 para A = 0, rcsulta 


9 ' = 


V + 4 r sen “ 



e ^ = l - tf. As figs. 3.12 e 3.13 baseiam-se nesses resultados. 
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Com / « 1 ( 7 - — 1 ) , consideremos um pequeno deslocamento de fase 
£ ( 1 8 1 « 1 ) a partir de um mdximo de interferencia, A = 2 m n + 8. Temos en- 
tao. 





2rrm 

Fig. 3.15 Semilargura 


A distancia entre os poutos nos quais 
a transmissividade total £ rf cai a 
metade do seu valor maximo (fig. 
3.15) define a semilargura do pico. 
Vamos na (3.36) que esses pontos cor- 
respondem a 8 = ± t. de forma que a 
semilargura das franjas na variavel A 6 



o que concorda com a discussao qualitativa anterior. 


A condicao (3.29) para um maximo de trausmissao, escrita em termos da de- 
fasagem A [cf. (3.31)], 

(3.38) 

depende do comprimento de onda incidente. Assim. se a luz incidente contem 
dois coinprimentos de onda diferentes superpostos, as posigoes dos mdximos de 
interference correspondentes na luz transmitida serao diferentes. 
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.meiieenos 


Se as franjas brilhantes forem suficientemente estreitas, isto permite separar 
comprimentos de onda, mesmo que sejam muito proximos. E nesse princfpio quc se 
baseiam os interferometrcs , instrumentos empregados em espectroscopia para ana- 
lisar a estrulura fina e hiperfina das linhas espectrais, para comparar comprimentos 
de onda entre si ou com o metro padrao (medida absoluta de Ao ). 

A principal qualidade de um interferometro para analise e o seu poder separa- 
dor. definido como o inverso da manor variacdo fraciondria 6 A/ a que el e permite 
deierminar, ou seja 


Poder separador — 


k 

Sa 


(3.39) 



Fig. 3.16 Limite do poder separador 


A fig. 3.16 mosira dois picos de intensi- 
dade ; associados aos comprimentos de 
onda Ao e Xq 4- 5 k, cujos centros distam, 
na variavel A, de uma defasagcm igual a 
semilargura e de cada pico. Costuma-se 
adotar como criterio que esse e o menor 
valor de SA que ainda permite distinguir 
as duas franjas de interference a. 


Com efeito. a intensidade resultantc (em linha interrompida na fig. 3.16) tern 
uma pcquena depressao central que permite detetar o pico duplo, mas quc ja nao 
apareceria se os centros estivessem mais proximos. 

Suponhamos que o pico associado a Ao corresponda a ordcm 2 m de interferen- 
cia, ou seja, que satisfaca a (3.38). A mesma direcao 0? deve entao corresponder a 
uma defasagem 2 m n - 2 c para Ao + 8 A, ou seja 


A (k^ + 8 A) 


4ti 


8A 


n d cos 0 7 ~ 


4k 


nd cos Go 




« i 


1 mu 



2 m 7i - 2 e 


o que dd 



. :: i n rererorrerros 
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A 2 772 71 m K 
8 a 2 e * 


(3.40) 


onde usamos a cxpressao (3.37) para a semilargura devida a uma lamina de faces 
paralelas. 

Por conseguinte. a semilargura e diretamente proporcional ci ordem de inter- 
ferencia e inversamente proporcional d transmit sividade da interface da lamina. 

Para estimar m. podemos tomar 77 cos 62 da ordem da unidade. Pcla (3.38), 
temos entao 


777 — 2d / X 0 (3.41) 

Assim, com io - 5 x 10 _:> cm . uma placa de espessura d ~ 1 cm corresponde a 
m ~ 4 x 10’ . Se a refletividade r da interface for 0,9, a (3.40) da 


X 

5 X 


4tt x 1Q J 
10" J 



o que permite separar duas linhas espectrais 
ria dc ~ 1 ppm = 1 parte por milhao). . 



com 8X/X ~ 10 6 (variacao fraciona- 


O interferdmetro de Fabry- Peror (fig. 
3.17) e um par de placas paralelas de 
vidro ou quartzo. na face interna das 
quais sao depositados filmes de re- 
fletividade elevada. 


Para observar as franjas, coletam-se os feixes iransmitidos paralelos por meio 
de uma lente L, que os focaliza num ponto P' do anteparo de observa?ao (D. A fonte 
de luz e uma fonte extensa 2. que envia raios incidents em diferentes direcoes. 

Pela simetria do dispositivo em torno do eixo da lente, sao observadas franjas 
de igual inclinacdo 0 de forma circular (intersecao do piano 0 com um cone de 
abertura 0 c eixo no eixo de simetria da lente). 
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interference 


A lamina de faces paralelas nesse caso 6 a lamina de ar de espessura d (= sepa- 
ragao entre as placas), de forma que n = 1 , e a condicao que da o maximo de 
interferencia de ordem m 9 pela (3.38). e 


4 n 

- — d cos 0 WJ = 2 m % 
A o 


(3.41) 


que da o angulo de abertnra G„, do cone correspondente a cada ordem m. 

O poder separador do interferOmetro de Fabr>-Perot e dado pela (3.40), e atin- 
ge valores extremamente elevados, permitindo detetar a estrutura hiperfina de raias 
cspectiais, separando eomprimenros de onda muito proximos. Tomam-se cuidados 
especiais para assegurar o paralelismo (o padrao resultan te chama-se etalon) e man- 
ter constante a distancia d. 



Fig. 3.18 Interferometro de Micheison 


No interferometro de Micheison , luz 
de uma fonte S e subdividida (fig. 
3.18) em dois feixes perpendiculares 
por uma lamina semi-espelhada depo- 
sitada sobre uma placa de vidro Pi, a 
45° do feixe incidente. 0 feixe refle- 
ti do vai a um espelho Ej. que o manda 
de volta c para a lente L. depois de 
atravessar novamenie Pj. O feixe trails- 
mitido pela lamina semi-espelhada vai 
para outro espelho E? (fig. 3.18) e. de- 
pois de refletir-se na lamina, vai tam- 
bem para L (a placa P>, identica a Pi 
mas nao-espelhada, e inserida para 
compensar a diferenca de caminho oti- 
co correspondente ao duplo atravessa- 
mento de Pi pelo feixe que se reflete 
em Ei ). 


Os dois feixes interferem no piano de observacao ©, onde sao focalizados pela 
lente L. Se E '2 e a imagem especular de E 2 na lamina semi-espelhada (fig. 3.18), as 
condicoes de interferencia construtiva ou destrutiva sao as mesmas que para a 



3.6 Cosrenoe 
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lamina de faces paraielas formada por Ei e E' 2 , para o par de raios (aqui nao ha 

j 

reflexdes multiplas). 

Como o raio que vai para Ei sofre reflexao interna na camada espelhada, e o 
que vai para E 2 e refletido externamente. ha uma defasagem aaicional de re. e a 
(3.29). com n = 1, da 2d cos6 n = m Xq (m = 0,1.2,...) para interferencia 
destrutiva 9 onde d = I h - l\ I d a diferenca de caminho (aneis escuros). 

O interferometro de Michelson permite detetar diferencas extremamente pe- 
quenas de caminho otico entre os dois bracos perpendicu lares do percurso dos 
raios. Uma diferenca de caminho Kq (Am) representa um deslocamento de Am 
franjas. E possfvel esiimar visualmente deslocamentos ate de Am ~ 4- de franja. 


No final da Sec. 3.2 foi reproduzida a observacao original de Young, de que e 
essential, para observar efeitos de interferencia entre diferentes trajetos da Luz, que 
eles se originem da mesma fonte. 

Para ver por que motivo isso e importante, consideremos primeiro um pro- 
blema analogo ao que acabamos de discutir, uma superposicao de muitos feixes de 
luz, todos monocromaticos e de mesma frequencia angular CO , propagando-se na 
mesma direcao, mas com defasagens relativas distribmdas ao acaso. Isso sucede- 
ria, p. ex., se eles provem todos de fontes de luz dife rentes, cujas fuses de oscilagao 
sao independentes entre si. 

Num dado ponto do espago, a onda luminosa e entao da forma (em notagao 
complex a) 


N 




A j e 


<P; 


—I CO 7 


( 3 . 42 ) 


onde Aj 6 a amplitude real da y-esima contribuigao e % sua constante de fase no 
ponto considerado. 

f 

A intensidade correspondent© e proporcional a 




V 

2 

l 

2 

7 

■M 

J* 

\ 

j 

1 

i 


0 . 43 ) 


ou seja, 
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etencrs 




N 


W = X V*' X A, ^ = XK|- + X 2a, A. e 


f <Jp. r - O ) 


/=! 


i 


J = 


j*k 


N 


X K- " + X X - 4 ; - 4 < 


j - 1 


JO- 


g'C'Pi- -<!>,•) + 


2 cos 


Gfc-V/) 


onde explicitamos, na sorna sob re j ft , os termos (y, ft) e (ft, j) (dai somarmos so 
sobrey < ft). Finalmenle, como a intensidade L s 6 proporcional a I Ej I 2 . 

[ iV j 

7 = X '< 1 2 X XV 7 / 7 * 008 (<P* _< P/) : (3-44) 

i 

que e uma generalizacao da lei de interferencia de 2 feixes (3.1 1). O ultimo termo, 
quc 6 o termo de interferencia, depende das diferengas de fas e Ay* = (p* - tp 7 . 

Como as fuses cp* estao distribufdas ao acaso, o mesmo vale para as diferencas 
A jt . Para N grande, os valores de cos ( (p* - (p/) na (3.44) tendem entao a estar 
equidistribiudos , com valores positives e negativos igualmente provaveis. Supondo 
as intensidades comparaveis, vemos que o termo de interferencia tende a se can- 
celar [como num passeio ao acaso no piano ( Fis . Bas. 2, Seg. 12.4)]. Desprezando 
pequenas flutuagoes, temos entao 

: 

.v 

1 = X 1 i I (3.45) 

| 

ou seja, a intensidade resultante e a soma das intensidades dev Idas as diferentes 
jurats, scin icimus de iiiLerferSncia. Dizemos que as forties sao incoerent.es. 

Que relevancia tern esse resultado, onde tomamos um grande numero de fontes 
diferentes, para o experimento de Young ou para o interferometro de Michelson, 
onde apenas dois feixes interferem? Poderfamos pensar que as franjas dc interferen- 
cia ainda apareceriam mesmo com feixes originarios de duas fontes diferentes, p. 
ex., dois filamentos de lampadas incandescentes, desde que a luz de cada fonte 
fosse devidamente filtrada (um filtro vermelho deixa passar predominantemente luz 
vermelha), para tofna-la tao monocromatica quanto possfvel. Entretanto, se fizer- 
mos a experiencia dessa forma, com duas fontes de luz diferentes, a interferencia 
nao e observada: elas se comportam como fontes incoerentes. Por que? 
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A razao e que uma fonte de luz usual, como um filamento incadescente ou o 
Sol, 6 formada de um grande mimero de fontes microscopicas independentes (nao 
correlacionadas), cada uina das quais atua durante um tempo muito curto e. se volta 
a atuar, sua fase inicial nao guarda a memoria da fase de oscilacao anterior, o que 
produz uma siluacao anaioga a da (3.43). 

A duracao tfpica de um processo de emissao de luz por um atomo excitado e 
da ordem de 10 8 s. Assim, mesmo para uma unica fonte de luz termica que se faz 
passar por um filtro de frequencia, a luz emitida nao oscila no tempo como uma 
sendide ininterrupta: podemos representa-la como uma sucessao de trens de onda 
sinusoidais fmitns, cada um com duracao media associada a um processo de emis- 
sao. mas interrompido, e as fases iniciais de cada um deles variando ao acaso. 

Essa imagem pode ser restada expert mentalmente usando o mterferometro de 
Michelson. Com efeito, se a fonte de luz S na fig. 3.18 e uma fonte de luz termica, 
verihca-se que a visibilidade das franjas de interferencia tende a diminuir a medida 
que a diferent^a de tempo de percurso entre os dois bracos. T = 21 h - h \/c , vai 
aumentando, e as franjas desaparecem para t apreciavelmenie maior que um inter- 
vaio de tempo At caractenstico da fonte de luz, chamado tempo de coerencia. 

A interpretacao desse resultado em termos da imagem de trens de onda inde- 
pendenies e imediata: um trem incidenle de duracao tfpica Axe dividido em dois trens 
de mesma duracao pela lamina semi-espelhada. Para que possam interfcrir apos os per- 
cursos nos dois bracos, e nccessario que o atraso t seja inferior a largura temporal A T 
de cada trem: caso contrario, nao M mperposigdo dos dois trens. Trens de ondas 
diferentcs nao interferem porque as defasagens entre eles variam ao acaso. 

A duracao finita A T de um trem de ondas tambem estd associada com seu 
carater ndo-monocromdtico: em lugar de uma unica frequencia angular ci) 0 ; ele 
cobre nma faixa de frequencias de largura Aco. 

Com efeito, considercmos uma superposicao de ondas de frequ6ncias co va- 
riaveis continuamente entre co 0 - j A co e (0o + j A co. admitindo, para simplificar, 
que todas tenham a mesma amplitude A num dado ponto do espaco, e vejamos 
como varia com o tempo a onda resultante: 

A (ii 

E (0 = J A e~ iw d CO . (3.46) 

AW 

**0 ~ 

Pensando na integral como limite de uma soma, vemos que is so representa 
efetivamente uma superposicao contfnua de ondas. 
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Com a mudanca de variavel co = to 0 + u , e aotando que A 6 uma constante, 

fica 


A CO 


A to 


£(0= du = A 
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(3.47) 


A intensidade media correspondents e 


'(0- 


E(0 


2 = (A A®) 2 


sen'v A co 

— o— > v = — — t 


(3.48) 



Fig. 3.19 A funcao 

pela (3.48), entre os pontos 


2 

sen v 


A co 


t = ± K 


A fig. 3.19 e urn grafico da funcao 

2 9 y 

( sen v)/v , que e = 1 para v = 0 e 
se anula nos pontos 

v* = m n ( m = ± 1 , ± 2 , . . . ) 
Temos ( sen 2 v ) / v “ < 1 / v 2 , fungao 
quo cai rapidamente quando v cresce. 
Cerca de 91% da drea sob a curva 
caem debaixo do pico central, na re- 
giao entre v = -7tev = 7t,ou seja, 


t = ± 


7k 
A co 


Logo, a largura temporal do trem de ondas (3.46) (tambem chamado “ pacote 
de ondas ”) e 
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2% 1 


At 

A co A v 

— 

(co = 271 vj 


(3.49) 


correspondendo a ordem de grandeza da largura do pico central da figura. 

Vemos nesse exemplo que o tempo de coerencia A x e da ordem do inverso da 
largura Av em frequencia do pacote de ondas de luz considerado, tambcm chamado 
de largura espectral do pacote. Para o caso ideal de luz perteitamente monocro- 
matica, A v -4 0, ten am os A I —> » 

A relacao (3.49) entre largura espectral e largura temporal de um pacote de 
ondas e geral. Para ver por que, notemos que os valores muito pequenos da funqao 
de onda fora da largura temporal sao um efeito de interferencia deslrutiva entre as 
ondas monocromaticas de que o pacote 6 composto. 

Com efeito, vemos na (3.46) que todas elas interferem em fase para /■ = 0. o 
centra (maximo) do pacote (se quisessemos ter o pico do pacote em f„ , bastaria 
substituir i por r - to). Para que a interferencia comece a passar dc construtiva a 
destrutiva, e preciso que a defasagem entre a componcnte central, de frequencia 
G)o. e as “asas” coo ± Ap seja pclo menos de 7X, o que da l ^ ~ n, mostrando que 
o resultado e independente da forma particular escolhida para o pacote neste exemplo. 

E por essa razao que uma estacao transmissora de radio ou TV precisa dc 
uma largura minima de faixa de frequcncias para transmitir seus sinais. No caso da 
TV, p. ex., o feixe de eletrons tem de varrer - 5x ID 2 linhas da tela, cada uma 
com ~ 5 X 10 2 pontos (pixels), a cada A. de segundo. com um sinal transmitindo a 
informa 9 ao de se ele deve acendcr-sc ou apagar-sc. Logo, o numero de pulsos de 
voltagem por segundo e ~ 30 x 25 x l(f = 7,5 x 10 6 , e a duracao de cada pulso 
e - At - 10" 7 s. Para transmitir um sinal tao curto, a largura da faixa de frequen- 
ces necessaria e Av ~ 10' s 1 - 10 MHz , que e a largura tipica associada a um 
“canal” de TV, e e a razao pcla qual ha um numero iimitado dc canais. 

Chama-se comprimenlo de coerencia de um sinal luminoso a distancia A l per- 
corrida pela luz durante o tempo de coerencia At ; para propagacao no vacuo, e 


A l = c At 



(3.50) 


A condicao para que dois feixes de luz originarios de mesma fonte possam 
interferir e que a diferenca de caminho entre eles nao exceda o comprimenlo de 
coerencia da luz. Quando cssa condicao deixa dc ser satisfeita, as franjas de inter- 
ferencia desaparecem (sua visibilidade -4 0). 
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Para luz “branca”, tem-se Av ~ 0,3 x 10 b Hz, o que da At - 3 x 1 0" b s e 
A / - 10" 6 in = 1 jim ~ X, o comprimento de onda medio da luz. 

Para luz de uma fonte termica, tornada (com o uso de filtros) tao monocro- 
matica quanto possivel, At e da ordem da vida media de um atomo excitado, da 
ordem de 10 -8 s , coino ja foi mencionado. Logo, A I < 10' cm = 1 m. 

Ja para a luz de um laser estabilizado, pode-se ter At > 10""s. o quc corres- 
ponde a A / > 10 g cm! 

A diferenca fundamental entre a luz do laser e luz termica (luz solar, luz de 
uma lampada) e exatamente esta: a coerencia elevada da luz do laser. Experiences 
de interfcrencia tornam-se muitfssimo mais faceis quando se emprega luz dc laser. 

Quando giramos o botao de sintonia de um radio entre duas estacoes, o alto- 
talante transmite apenas ruido. A luz termica e andloga ao rufdo; a luz de laser, 
nesta analogia, corresponded a a sintonizarmos uma estagao que esta transmitindo 
uma nota musical pura. 

O comprimento de coerencia mede a correlacao de fase entre duas frentes de 
onda distantes uma da outra, no sentido longitudinal da propagagao da luz, mas 
tambem e preciso considerar a coerencia numa direcao transversal , ao longo de 
uma frente de onda. 

Se formos aumentando a distancia ( _L = transversal) d± entre os dois orificios 
no experimento de Young, a visibilidade das franjas tambem tende a diminuir, e a 
interfcrencia desaparece para » A d± , onde A d_ depende do grau de colimacdo 
do feixe incidente: seria oo no caso ideal de uma onda plana (raios paralelos), mas 
um feixe de luz real tern uma abertura angular A 9 > 0 . Para luz termica, tem-se 


(3.51) 


onde X e o comprimento de onda medio da luz. Como X ~ 2n/k (k = numero de 
onda mddio)> a (3.51) tambem se escreve 




(3.52) 


onde Ak± 6 a 'abertura transversal” dos diferentes vetores de onda k da luz inci- 
dente, associada a abertura angular A 0. 

A relacao (3.52) e um analogo espacial da (3.49), e voltaremos a discuti-la na 
teoria da difracao (Sec. 4.6). Para luz solar, p. ex. } X ~ 5 x 10" 3 cm e A 0 ~ 0,5°, 
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o diametro angular aparente do Sol, que correspondc a - l() _ "rad , o quc da 
Adj_ ~ 10" X ~ 0.05mm , razao pcla qual o experimento de Young com luz solar 
torna-se dificil para um espacamento d > 0.1mm. Esta e uma forma indireta de 
medir A 0 para o Sol. 

Analogamente, podemos usar a (3.51) para estimar o diametro angular de uma 
estrela, usando luz da estrela para produzir franjas tipo Young e verificando para que 
separacao A d L as franjas tendem a desaparecer (veremos na teoria da difracao que ha 
um criterio quantitative para nao so estimar, como medir A 9 por este metodo). 

E o que foi feito por Micheison com seu 
mte.rferdm.eAro estelar , ilustrado na fig. 
3.20. Luz da estrela incide sobre os espe- 
Ihos moveis E! e E 2 e, depois de refletida 
nos espelhos fixos E 3 , E 4 . e focal izada 
pela objetiva L no piano de observacao 
0. Varia-se a distancia d± entre E\ e Ei e 
verifica-se como varia a visibilidade das 
franjas de interferencia de vidas aos dois 
raios. Com o auxilio de uma relacao 
analogs a (3.51), deduz-se daf o diametro 
angular A 0 da estrela. 

Para a primeira estrela cujo diametro angular foi medido por esse metodo, 
Betelgeuse (a Orionis), a separacao d± foi - 3m e Micheison obteve 
A0 = 0,047" (segundos de arco). Conhecendo a distancia de Betelgeuse a Terra, 
atraves de sua paralaxe ( Ffs.Bds . 1. Sec. 1.5), foi possfvel concluir que o diametro 
de Betelgeuse e ccrca de 300 vezes maior que o do Sol- E dificil aumentar muito 
alem desse valor: o mcnor A 0 medido por Micheison. o de A returns , que c dc 
0,02", exigiu d\_ - 8 m. 

Em 1954, R. Banbury Brown e R. Q. Twiss mostraram que era possfvel de- 
tetar inlerferencias entre flutuacoes de intensidade entre dois detetores, mesmo para 
separacoes d± - 200 m , o que permitiu medir diametros angularcs de 0,0005"! A 
explicacao esta relacionada com coerencia de ordem superior , e a experiencia teve 
um forte impacto no desenvolvimento da otica quantica. 

A area de um cfrculo de raio A d± cm tomo de um ponto num feixe de luz 
(transversal a direcao de propagacao) chama-se area de coerencia A A , e o volume 



Fig. 3.20 Interferometro estelar de Micheison 



80 interjg'encd 


AV - AAAI (3.53) 

onde Also comprimento de coerencia, chama-se volume de coerencia. Podemos 
interpreta-la como a regiao do espaco em torno dc um ponto P do feixc da qual e 
possfvel extrair amostras capazes de interferir com a luz em P. ou seja, exibindo 
propriedadcs dc coerencia em relacao a P. 


PROBLEMAS 

1. Na experiencia do espclho de 
Lloyd , observa-se num anteparo 0 a 
interference entre a luz que vai di re- 
tame nte de uma fonte punliforme F 
para um ponto P do anteparo 0 e a luz 
que vai de F para P refletindo-se numa 
placa plana de vidro E (fig ). A distan- 
cia de F ao piano da placa e d e a distancia de F a 6 e D » d. Observa-se a 
primeira franja brilhante (maximo) de interferencia num ponto P a uma distancia v 
do piano da placa, usando luz monocromdtica de comprimento de onda X. Calcule 
y em funcao de X, d e D. 

Sugestao: Considere a imagem especular de F e a defasagem na reflexao. 

2. No experiment de Young, com a luz incidindo perpendicularmente sobre 
o anteparo ondc estao os dois orificios. coloca-se uma lamina delgada transparente 
de faces paralelas e fndice de refracao n sobre um dos dois oriffeios, Isso produz 
um deslocamento de m franjas na figura de interferencia (a franja central brilhante. 
desloca-se para a posicao que era ocupada pela franja brilhante de ordem in). O 
comprimento de onda da luz e a.. Qual e a espessura d da lamina? 




Cep. 3 - Problems 


3. Para explicar as cores das manchas de oleo no asfalto molhado, considere 
irnia camada de oleo, de fndice de refragao 1,5, boiando sobre a agua (o asfalto 
absorve a inz transmitida atraves do oleo e da agua). Suponha que a espessura da 
camada de oleo e igual ao comprimento de onda X\ da luz violeta no ar, e que se 
observa a luz refletida na incidencia perpendicular, (a) Mostre que ha um minima 
de reflexao para luz violeta. (b) 0 comprimento de onda X 2 da luz vermelha i 
aproximadamente o dobro: A* - 2 Xi. Mostre que para luz vermelha ha um maximo 
de reflexao. 


4. Uma lamina de agua de sabSo (indice de refragao igual ao da agua), colo- 
cada num aro vertical, escorre para baixo formando uma cunha. Observada por 
reflexao com luz de sodio (a = 5.890 A) incidente perpendicularmente, verifica se 
que ha uma franja escura no topo e 4 franjas escuras por cm na lamina. Qual 6 o 
angulo de abertura da cunha (em radianos)? 



5. Considere a experiencia dos aneis 
de Newton, descrita na Sec. 3.3. Uma 
lente plano-convexa de raio de cur- 
vatu ra R e colocada em contato com 
uma placa plana de vidro e iluminada 
na incidencia perpendicular (fig. ao 
lado). (a) Calcule a relacao entre as dis- 
tances p e h da figura na vizinhanga 
do ponto de contato O ( h « R). (b) 
Calcule o raio p,„ do ??z-e<> imo anel escuro, 
visto na luz refletida, com luz monocro- 
matica de comprimento de onda X. 

6. Considere o experimento de Young 
com um feixe incidente 1 perpendicular 
ao anteparo e um ponto P na direcao 
0 do anteparo de observacao ©, onde a 
interferencia e construtiva. Sc agora 
acrescentamos outro feixe incidente 2 que 
forma um Angulo A 0 com o feixe 1, e se 
formos aumentando A 0, chegaremos a 
uma situacao onde a interferencia em P e 
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destrutiva para o feixe 2, oil seja, os mfnimos de 2 caem sobre os maximos de 1 e, 
se os dois feixe s tern a mesma intensidade (e freqiiencia). as franjas de interferen- 
cia desaparecem. Mostre que isso acontece para A 0 = 0,5 }Jd, onde d 6 a se- 
paracao das aberturas. Isso permite medir A 0. Relacione esse resultado com o 
interferomeiro estelar de Michel son (Seq. 3.6). 

7. Para construir outro exemplo da relacao entre largura temporal A / e largura 
espectral A co, considere o pacote de ondas [cf. (3.46)] 


cc o> 

E (r) = J e Aco cos (co l) d CO 

o 


♦••HI 



em que a amplitude da contribuicao de 
freqiiencia co e exp |-co/( A (£>)]. ou 
seja, tem largura espectral A CD (fig.). Cal- 
cule E{i) e a largura temporal correspon- 
dente A r. Comente o resultado. 

Sugestao: Para calcular a integral, 
integre por partes duas vezes. 


0 


>• CO 





fi.l © de difpafae 

Consideremos (fig. 4.1) um pequeno 
orificio circular num anteparo opaco. 
iluminado por um feixe paralelo de luz 
monocromatica. 

Segundo a lei da propagacao retilfnea 
da otica geometrica, o feixe transmi- 

Fig. 4.1 Difracao por um orificio circular tido atravcs do oriffcio seria um cilin- 

dro circular, e formaria uma imagem 
brilhante identica ao oriffcio num anteparo de obscrvacao: fora desta regiao, a es- 
curidao seria completa (sombra geometrica). 

Ja havia si do obscrvado por Francesco Maria Grimaldi, num livro publicado 
postumamente em 1665, que, quando o orificio e muito pequeno, como um bu- 
raquinho de alfincte, e a distancia R ao anteparo de obscrvacao e suficienlemente 
grande, verifica-se que a luz penetra na regiao de sombra geometrica, com o apare- 
cimento de franjas claras e escuras na vizinhanca do limite da sombra. 

Esses desvios da propagacao retilfnea da luz foram chamados de difracao, no- 
me ligado a “deflexao’’dos raios iuminosos. Nesse sentido gencrico, tanto pode 
aplicar-se a passagem atraves de uma abertura como ao “espalhamento” por um 
obstaculo. 

Os fenomenos de difracao, como os de intcrfcrencia, aos quais estao estrci- 
tamente ligados, sao caracterfsticos de uma teoria ondulatoria. Quanto maior o com- 
primento de onda em relac^o ks dimensoes da abertura ou obstaculo, mais fortes 
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devem ser os efeitos de difracao: na experiencia acima, luz vermelha sofre desvios 
maiores do que iuz azui. Na acustica, onde os comprimentos de onda sao da mesma 
ordem de grandeza que o tamanho dos objetos encontrados na propagacao, os efei- 
tos de difracao sao muito fortes. 

s 

E costume classificar os fenomenos de difracao em duas categorias, conforme 
a dist&ncia R entre o “objeto difratante” e o anteparo de observacao 0. Para distlin- 
cias nao excessivamente grandes (veremos depois os critdrios), a “imagem” obser- 
vada preserva semelhanca com a forma geometrica do objeto, embora apareca 
rodeada ou cntremeada por franjas claras e escuras. 

Para R suficientemente grande (formalmente R — > co), o resultado passa a de- 
pender somente da direcao de observacao, e nao guarda mais semelhanca com a 
forma geometrica do objeto. Por exemplo, para um feixe paraleio incidente sobre 
uma abertura, a otica geometrica prediz que a intensidade para R — > “ so e ^ 0 
na direcao do feixe incidente , qualquer que seja a forma da abertura (circular, 
retangular ou irregular). Na teoria ondulatoria, veremos que ha uma dcpendencia da 
forma da abertura. mas a figura de difraqdo observada nao 6 semelhante a forma 
geometrica da abertura, ao contr&rio do que sucede a distancia finita. 

No primeiro caso, em que ha uma semelhanca perceptivel, dizemos que se 
trata de difraqdo de Fresnel ; no scgundo ( R —> ^ de difraqdo de Fraunhofer. 

A fig. 4.2 i lustra uma forma de obser- 
var na pratica a difracao de Fraunho- 
fer. Uma fonte de luz coerente F no 
piano focal objeto da lente Lj produz 
um feixe incidente paraleio, que atinge 
uma abertura num anteparo piano A. 

, , Os feixes difratados em diferentes di- 

Fig. 4,2 Observacao da difracao de Fraunhofer 

regoes sao coletados por outra lente 
Lo, que os focaliza em seu piano focal imagem, coincldeme com o anteparo de 
observacao 0. Os diferentes pontos Pi ,P 2 ,... representam imagens de direedes di- 
ferentes, de forma que se observa sobre 0 a figura de difracao de Fraunhofer. 

Vamos concentrar a atengao principalmente na difragao de Fraunhofer, que 
tern as aplicagSes mais importantes, limitando-nos a uma discussao qualitativa da 
difracao de Fresnel. 

4.2 O Principle de Huygens -Fresnel 

Vimos como Huygens deu uma explicagao qualitativa da propagac5o retilf- 
nea baseada em ondas secundarias e na sua construgao geomdtrica, sem considerar 
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ondas monocromaticas. Vimos tambem. na Sec. 3.2, como tratar o experimento de 
Young considerando cada oriffcio como fonte de ondas esfericas e fazendo-as inter 
ferir. 

A ideia basica de Augustin Fresnel foi justamente combinar o princfpio de 
Huygens com o conceito de interference, apiicando-o a propagacao de ondas mo- 
nocromaticas. As modificacoes basicas introduzidas por Fresnel no Princfpio de 
Huygens foram entao as seguintes: 

(i) As ondas esfericas secundarias oriundas dos diferentes pontos de uma fren- 
te de onda sao coerentes. pois a frente de onda e uma superficie de fase constante. 

(ii) A onda num ponto ulterior e a resultante da interferencia de todas as 
ondas secundarias, levando em conta suas diferencas de fase associadas a percursos 
diferentes. 



Fig. 4.3 Princfpio de Huygens-Fresnel 


(iii) A amplitude das ondas secundarias 
provenientes (fig. 4.3) de urn elemento de 
superficie rfc de uma frente de onda £ 
nao e a mesraa em todas direcoes: e ma 
xima na direcao n normal a frente de on- 
da (direcao do raio) e decresce lentamen- 
te c monotonicamente com o angulo 
0 / = Z(P'P.n). caindo a 0 para 
0 ' = “ (ao longo da frente de onda). 


Assim. a contribuicao de d o a onda no ponto P seria. segundo Fresnel, pro- 
porcional arfccav(P')Z func^o de onda no ponto P' do qual clo 6 um entomo, 
contendo alem disso um Jator de obliquidade i r (0 , ) ? maximo para 0' - 0 e ca- 
indo lenta e monotonicamente para zero cjuando 9' — > 7t/2. 

A contribuicao d v ( P ) do elemento do no ponto P 6 portanto. segundo Fres- 
nel, 


ik i 

d v (P) = F (0')v (P') da 


( 4 . 1 ) 


onde r = I P 'P I. 
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3jC 

A onda resultante em Pe enlao 


v(P)= J<iv(P)=jF(9')v(P') 

£ X 


ikr 


do 


(4.2) 


onde a integral e estendida a toda a porQ&o nao-obstruida de X: porgoes da 
frente de onda obstrufdas por anteparos ou outros obstaculos opacos nao con 
tribuem. 

A (4.2) e a expressao analitica do Principle ) de Huygens- Fresnel . Kirchhoff 
niostiou mais taide que uma CApiessao desta forma pode sei oblida diielaniente a 
parti r da equagao de ondas satisfeita por v, determinando assim a forma expllcita 
do fator de obliquidade F(0). Entretanto. isto nao sera necessario por enquanto. 


d zosasts de ^ressael 

Segundo o Principio de Huygens-Fresnel (4,2). a funcao de onda em Pea 
resultante da interferencia de todas as ondas esfericas secundarias proven ientes dos 
pontos P' de X. Sendo X uma frente de onda, a fase de v ( P') e constante sobre X. 
Logo, a fase de cada onda secundaria e dada unicamente pelo fator de fase 
exp (ikr), correspondendo h defasagem kr. Tipicamente, kr » 1 e expO'&r) varia 
rapidamente coin P'. 

As contribuicocs dominantes licssa supcrposicao de ondas devem entao ser 
aquelas para as quais a interferencia £ a mais consirutiva posstvel. Isto acontece 
num entorno de um ponto O de I no qual a fase seja estacionaria. ou seja, vane 
o minimo possivel com a variagao de P'. E.ste e um resultado geral na super- 
posigao (interferencia) de ondas, conhecido como o Principio da Fase Estacio- 
ndria.. 


*■ 


Con forme a convencao adotada anieriormeme. esiamos omiiindo o faior lemporal e~’ a ' sempre associado 
a ondas monocromaricas de frequencia angular to. 


4-. 3 O rnetcco das ce Fresnel 
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Fig. 4.4 0 polo 


No caso. kr e estacionario quando 
r = OP e minimo. isto c. quando re a 
disTdncla do ponco de observacao P a 
frente de onda X: O e portanto o pe da 
perpendicular tracada (fig. 4.4) de P a E, e 
OP tem a direcao da normal u a X em O. 
Tsto significa que OP corresponde ao raio 
luminoso oriundo dc X que passa per P, 
estabelecendo assim uma conexao com a 
otica geoinetrica. O 4i ponto de fase esla- 
cionaria” 0 chama-se o polo da frente de 
onda Z relativo ao pouto P. 


Vejamos agora de que forma o Princfpio de Huygens-Fresnel explica a propa- 
gacao retilmea da luz no espaco Kvre. aplicando-o a propagacdo de uma onda pla- 
na, com o auxilio de uma eonstruyao geometrica, o metodo das zonas de Fresnel. 



Fig. 4.5 Zonas de Fresnel 


Suponhamos entao que v ( P ') e uma onda plana que se propaga na direyao z 
no espayo livre. 


v- = Ae ikl 


(4.3) 
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e tomemos como frente dc onda £ o piano z = 0, onde v ( P ' ) = A. A (4.2) fica 


l v 


i k r 

(P)= A J F (6') do 


onde £ 6 todo o piano z = 0. 

O polo O de X relativo a P e o pe da perpendicular de P a £ (fig. 4.5) 
tomaremos como origem das coordenadas. Seja z = OP. Com centro em P. 
sideremos urn a serie de esferas de raios 

i j, -i 

PO = z PA = z-f — ,PB = z + X,PC = z + — X,... 

| * — 1 — ' 2 j ‘v- 2 

r o r l r 2 r - 


que cortam a frente de onda em cfrculos de raios (fig. 4.5) 

o A - p, , O B = p, , OC = p 3 .... 
cujos valores podemos calcular nos triangulos retangulos POA, POB. POC. ... 


O A 2 = PA 2 -PO 2 



X N 

2 

0 ft 

'X' 

pr = 


— z“ = X z + 

,2, 


OB = P B -PO 


p? = {z + Xy-z 2 = 2 AOA 2 


e, para o cfrculo de raio p„ 



X 

+ n — 
9 


f ’ a 

r 

— z = n X z + 

r — 

) 

V 2 y 


Vamos to mar 


z » X 


(4.4) 


. que 
con- 


(4.5) 


(4.6) 


(4.7) 


(4.8) 
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Nesse caso, o ultimo termo da (4.7) pode ser desprezado, o que da 



(n = 1 .2,3,...) 


(4-9) 


ou seja. os raios crescem como as raizes quadradas de numeros inteiros. 

Os circulos dividem o piano X numa serie de aneis circulares concentricos, 
que se chamam zonas de Fresnel. Por construgao, sendo k = 2 n/X. 



= k 



= k Z + TT 


k r 2 — k (z + X) — k z + 2 n 


kr n — k z = mz (/t = 1,2,...) 


(4.10) 


ou seja, a contribuigao do ponto A a integral (4.4) esta defasada de k em relac&o a 
do polo 0, a de B de 2 ti , a de C de 3k ... . Em media, a contribuicao da l. a zona 
de Fresnel interfere construtivamenle com as da 3. a , 5 a , e destrutivamente , 
com as da 2. a , 4. a , 6. a , ... . 

A area da w-esima zona de Fresnel e 


(4.11) 



ou seja, todas as zonas circulares tem aproximadamente a mesma area. 

Como tomamos z » X , o fator de obliquidade t ( 0 ) varia muito pouco sobre 
a n-esima zona, e podemos toma-lo sobre ela como tendo um valor constante F B , 
onde, pelas hipoteses de Fresnel, F n e maximo para n = 1 e decresce lenta ‘e mono- 
tonicamente quando n cresce , com 


lim = 0 


n— 


(4.12) 


pois neste limite 0 -4 tc/2. 

Decompondo a integral numa serie de integrals sobre as zonas sucessivas. a 
(4.4) dd entao: 




(4. 1 3) 
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v(P)= A %F a J ^-clc 

^ =| ?.o na n 

Tomando coordenadas polares ( p , <p) no piano £ , com origem em O, a inte- 
gral sobre a zona n vai de p, ; -i a p„ . Como o integrando nao depende de cp, 

do - 2 tc pd p (area do anel entre p e p + dp) 

Mas r 2 - p 2 + z 2 , com z fixo , implica 


p d p = r d r 



— 2nd r 


(AAA) 


e a (4.13) fica 


V (P) = ^ F « 

n=\ 


P e ikr *2% dr 

* r 



Mas, pela (4.10), kr n - kz + n% , c = (- 1 }". 
Logo, 


v(p)=wxa^x f(-iT-(-iT 


l 


Finalmente, 



(4.15) 
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confirmando que as zonas de Fresnel impares interferem entre si construtivamcnte, 
e destrutivamente com as pares. Esse era o objetivo da construgao de Fresnel: todas 
as zonas tem a mesma area e ha diferencas de caminho medias X/ 2 entre duas 
zonas sucessivas. 

Para calcular a soma da serie (4.15).. o mais simples e usar um metodo grafico, 
representando-a como uma soma de vetores colineares, cujos modulos decrescem 
Jenta e monotonicamente para zero [cf.(4.12)], e que apontam sucessivamente em 
sentidos opostos (serie alternada). 


F, 




F, 


\<r 

? 







i 

!\ 

U 

■ F r 

i 

V 

i 

it 

\ 

lF s 

J i 

i\ 



i 

:i 

1 \ 

!f 0 

i 

i 


00 


n=1 


Fig. 4.6 Soma grata da serie alternada 


Para maior clareza, na fig. 4.6, os vetores 
foram deslocados sucessivamente na ver- 
tical. A resultante 

Fi - F 2 + F, - F 4 + ... + (- if F n 
aponta da origem de F\ para a extremi- 
dade de (- 1 f Fn e vemos pela simetria 
da figura que 






-F. 


(4.16) 


A (4.15) fica portanto 


v (?) = i X F, A e :kz \ (4.17) 


c o resultado. oblido por Fresnel, e que a interferencia entre as contributes das 
zonas sucessivas tem como efeito final em P a metade da contribuicao da l. a zona. 
Como a (4.17) deve ser igual a (4.3), conclufmos que 



iX 


= F(0 ’ ~ 0) 


(4.18) 


e o Princfpio de Huygens-Fresnel (4.2) assume a forma mais cxplicita 


v t , ( p ') f r' , ° 

1/ A — i 


(4-19) 
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onde/(6') e agora nm fator adimensional, =i para 0' = 0 , e que — » 0 lenta e 
monotonicamente para 0 7 — > |. 

Uma funcao com essas propriedades e 


I /(G') = cos 0' (4.20) 

i — — — — —J 


o que daria 


1 r p‘* r 

ij v(P) = Ty j cos 0' v(P') d a I 


(4.21) 


onde / = IPP'L 9 = Z ( P P ' , n) e n e o versor da normal a X em P no sen- 
tido da propagacao. 

A (4.21) 6 a forma explicita do PRINCfPIO de HUYGENS -FRESNEL. Quan- 
do le uma superffcie plana ; foi clemonstrado por Rayleigh que este resultado de- 
corre diretamente da equacao de ondas escalares, a unica aproximacao sendo que a 
distancia r 6 muito maior que o comprimento de onda X. 

Na pratica, porem, isso so permite calcular v ( P ) se ja conhecermos seus valo- 
res v ( P ' ) sobre X, o que em geral nao acontece. 

Entretanto, na teoria classica da difracao, estuda se em geral a difracao por 
uma ou mais aberturas num anteparo piano opaco, nas seguintes condicOes: 

(i) As dimensoes das aberturas sao muito maiores que X. 


(ii) As distances do ponto de observagao P e da fonte F ao piano do anteparo 
s3o muito maiores do que X e usualmente tambem muito maiores que as dimen- 


soes das aberturas. 

Nessas condigoes (fig. 4.7), a onda 



Fig. 4.7 Justificaiiva da aproximagao de Kirchhoff 


incidente tern uma frente de onda aproxi- 
madamente plana ao atingir o anteparo, e 
a maior parte da intensidade deve ser 
projetada na diregao dianteira. Se tomar- 
mos entao para X uma superffcie plana si- 
tuada logo apds o anteparo, e chamarmos 
de S as porcoes de X situ ad as na sombra 
geometrica e de A (abcrtura) as demais 
porgoes, esperamos que v(P') sobre X 
nao difira muito da distribuigao que seria 
prevista pela dtica geometrica, ou seja, 
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| v (P') ~ v 0 (P') (onda incidente) sobre A 
| | (4.22) 

| ^(P') ~ 0 (sombra geometrica) sobre 5 


Essa foi a aproximagao empregada por Kirchhoff em seu tratamento da di- 
fragao. Levando-a na (4.21), obtemos um resultado inteiraraente determinado: 


Jkr 


j V (P) = — cos 0' v 0 (?')- do 


i X * 


(4.23) 


onde a integral se estende somente a abertura A c vo(P') e a onda incidente 
sobre A. 

Os resultados da teoria de Kirchhoff da difracao , baseados na (4.23), estao em 
bom acordo com a experiencia, na regiao onde os efeitos de difracao se observam 
usualmente, ou seja, desde que o ponto observagao P esteja na vizinhanga do limite 
da sombra geometrica. Quando P penetra muito profundamente na sombra, a intern 
sidade se torna muito pequcna e em geral nao e obseryada. 


O metodo das zonas dc Fresnel permite compreender de forma qualitative a 
formac2o da sombra geometrica e o aparecimento das franjas de difragao que se 
observam na vizinhanca do limite entre a sombra geometrica e a regiao iluminada 
(figura de difracao de Fresnel). 

Para ver isso , consideremos uma abertura A de forma qualquer num anteparo 
piano opaco, iluminada por uma fonte puntiforme F situada a uma distancia finita, 
e procureinos estimar o comportamento da intensidade em diferentes pontos dc ob- 
servacao, somando as contribuicoes das zonas de Fresnel a eles associadas, como 
metodo de calculo da (4.23) analogo ao que empregamos para uma onda plana no 
espaco livre. 

O caminho de fase estacionaria entre a fonte F e o ponto de observagao 6 a 
reta que une esses dois pontos, e a interseccSo dessa reta com o piano do anteparo 
e o polo relativo ao ponto de observagao, que e tambem o centre do sistema de 
zonas de Fresnel correspondente. 
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A fig. 4.8 mostra a fonts F e cin- 
co pontos de observagao Pi . ... , P 5 > 
com Pi proximo a parte central da re- 
giao iluminada, jd bem dentro da 
sombra geometric a, P_j no limite da 
sombra e P 3 perto desse limite. para 
uma abertura A de forma qualquer. Os 
pontos Oi , ... , O 5 sao os polos corres- 
pondentes, interseccoes de FPi , ... , FP 5 


Fig. 4.0 Polos relatives a diferente3 pontos 
de observacao 


com o piano 5 + A. 



A fig. 4.9(a) mostra o sistema de zo- 
nas de Fresnel nao obstrufdas com 
centro em Oi, na regiao central dc A , e 
a soma de vetores correspondences. A 
unica mudanca com respeito ao espaco 
livre 6 que as dltimas zonas de Fresnel 
descobertas dao uma contribuicao irre- 
gular, mas ja muilo pcquena, de modo 
que a resultant e R e ainda muito pro- 
xima dc { Fj , como na (4.16). Logo, 
a intensidade em Pi (parte central da regiao iluminada) e praticamente a mesma 
que se o anteparo nao existisse 


Fig. 4.9(a) Zonas da Fresnel pars P, 



Para P 2 , o polo 0 2 ja se aproxima da 
beirada dc A Na fig. 4.9(b), as duas 
primeiras zonas est^o descobertas, mas 
as seguintes ja vao sendo obstrufdas, e 
R e bastante < 

Logo, temos uma franja escura, embo- 
ra P 2 ainda esteja na regiao iluminada 
da 6tica geometries. 


Fig. 4.9(b) Zonas de Fresnel para P 2 
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R 

. — >- 



Fig. 4.9(c) Zcnas tie Fresnel para P 3 


Em P 3 [fig. 4 . 9 (c)]. o polo O3 e tal que 
a l. a zona e$t& descoberta, mas as 
seguintes ja vao sendo cada vez mais 
obstruidas. A resultante R e > d F, , 
de forma que se tem lima franja clara 
na regiao iluminada (perto da tran 
sicao para a sombra) mais iniensa do 
que existiria na propagacao livre. 



Fig. 4.9(d) Zonas de Fresnel para P 4 


O ponto P4 esta no limite da sombra 
geometrica. de forma que 0 polo cor- 
respondente O4 cai no contomo da a- 
bertura (fig. 4 . 9 (d)]. A resultante c da 
ordem de uma parte da fracao exposta 
da primeira zona. Logo, a intensidade 
nao cai descontinuamente para zero no 
limite da sombra, como preve a otic a 
geometrica: ha um decrescimo gradual 
da intensidade. 



Fig. 4.9(e) Zcnas de Fresnel para P 5 


Finalmente, em P 5 , ja bcm dentro da 
sombra geometrica. o polo Os cai so- 
bre o anteparo opaco. longe da aber- 
tura A [fig. 4 . 9 (e)]. A primeira e a 
ultima fragoes de zona expostas con- 
tribuem muito pouco, e a resultante c 
muito pequena (a intensidade varia 
com R~\). Logo, temos escuridao 
quase completa. aproximando 0 resul- 
lado da otica geometrica. 


Para pontos como Pj e P 5} os rcsultados dependem muito pouco da forma da 
abertura, juslificando a validadc da propagacao retilinea (otica geometrica) como 
muito boa aproximagao. Para pontos como P 2 ,P3,P4, mais proximos da transicao 
luz/sombra. aparecem franjas claras c escuras que dependem mais da forma da 
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abertura, correspondendo a oscilacao periddica coin as porgoes de zonas que vao 

*2 

sendo obslriudas. 

Admitimos na discussao acima que a abertura contem mult as zonas de Fres- 
nel, e vjmos que os resultados guardam uma relacao de semelhanca com a forma 
geometries da abertura, o que, na ciassificacao da Seg. 4.1, caracteriza a regiao de 
difragao de Fresnel. 

Conforme vimos no exemplo da (4.1), os raios das zonas de Fresnel cresccm a 
medida que o ponto de observacao P se afasta da abertura. Quando a distancia se 
torna suficientemente grande para que a abertura loda estejci contida dentro de 
uma zona de Fresnel . entramos na regiao de difracdo de Fraunhofer e a figura de 
difragao, conforme veremos, deixa de ter semelhanca geomeirica com a forma da 
abertura A. 

Outra condicao que admitimos no tratamento acima foi que a primeira e a 
iiltima zona expostas no contorno de A dao contribuigoes muito pequenas. Tsso po- 
de nao ser vaiido para formas especialmente simetricas de A e/ou para posicoes 
especiais do ponto de observacao P, conforme ilustrado pelos exemplos seguintes. 

Exemplo 4.1: Difragao de Fresnel no eixo de uma abertura circular 

Este 6 am caso dc excecao devido a 
simetria especial. Conforme mostra a 
fig. 4.10, para urn ponto de observa- 
cao P sobre o eixo de uma abertura 
circular (e uma onda incidente plana 
perpendicular ao anteparo), o polo O 
coincide com o centro da abertura, de 
forma que o contorno da abertura podc 
coincidir com o contorno de uma zona 
de Fresnel, dependendo da distancia 
OP = z [cf. (fig. 4.9)]. 

Se o numero de zonas de Fresnel que caem dentro da abertura e um inteiro 
fmpar, como na fig. 4.10, a resultante R e muito proxima de F\. de modo que a 
intensidade em P 6 da ordern de 4 vezes a intensidade da onda incidente. Por outro 
lado, se e um inteiro par, a resultante e ^ 0, de forma que a intensidade prati- 
camente se anula, embora o ponto de observacao esteja dentro da regiao iluminada. 



R 


-Bv 

-* 


;-af- 


Fig. 4.10 Zonas de Fresnel no eixo 
de uma abertura circular 
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4.4 Difrs^c de h e>nd: discussSo qual&Rivs 


Se a 6 o raio da abertura, o numero dc zonas de Fresnel nela contido 6 o 
maior inteiro contido em 


'( a 1 



(4-24) 


que varia com a distancia z. Portanto, a intensidade ao longo do eixo oscila entre 
os valores extremos acima: ~ 4/ 0 (onde /o e a intensidade incidente) e 0. 

Se o ponto de observacao P se afasta do eixo. este efeito se torna rapidamcnte 
menos pronunciado (verifique!); a figura de difracao, por simetria, tem a forma dc 
aneis concentric os. 


Exempt o 4.2. Lente de Fresnel 

Para um dado ponto de observacao. que 
acontece se bloquearmos (tornando-as 
opacas) todas as zonas de Fresnel pares 
(fig. 4.1 1), deixando desobstrufdas ape- 
nas as unpares? 

Conforme resulta da fig. 4.6. as conlri- 
buigoes de todas as zonas descobertas 
interferem entao c onstrutiv ament e . Se o 
numero delas e N. a resultanle e = NF\, 
e a intensidade e ~ 4 N 2 h , onde To e a 
intensidade incidente. Para N srande. 
podemos obter assim uma forte concen- 

Fig. 4.11 Lente de Fresnel 

tracao de Intensidade em P, onde P esta 
no eixo de simetria; para P fora do eixo, a intensidade cai rapidamente, mostrando 
que se trata de um efeito de focalizacdo. 

Um efeito correspondente ocorie para uma onda incidente esf erica , originaria 
de uma fonte F puntiforme. definindo de forma analoga as zonas de Fresnel. Existe 
nesse caso uma formula semelhante a das lentes delgadas, relacionando as distan- 
ces da fonte e do “ponto imagem” P ao polo O. A demonstracao sera deixada para 
os problemas (Probl.4.3). 

Na pr£tica, a “lente” de Fresnel 6 uma replica foiogr£fica reduzida de uma 
figura como a fig. 4.11. 
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Exemplo 4.3. Difracdo no eixo de um disco circular 


Consideremos agora um pequeno dis- 
co circular opaco iluminado por uma 
onda plana incidente perpendicular- 
mente sobre ele, e um ponto de obser- 
vagao P situado sobre o eixo de sime- 
tria (fig. 4.12). 

A partir da primeira zona de Fresnel 
que estiver descoberta, as contribui- 
coes sao as mcsmas que na propaga- 
gao livre de uma onda piana (Seg. 
4.3). Como o disco e suposto pequeno, 
o fator de inclinacao nao alela substancialmente essas primeiras contribuicoes. Lo- 
go, o resultado quase nao difere do que se obtem para uma onda plana, no espago 
livre. Numa pequena vizinhanca do ponto P, quando nos afastamos do eixo, a in 
tensidade continua proxima da da onda incidente, mas tende a cair rapidamente por 
razoes analogas as que vimos ao explicar a formagao da sombra geometrica. 



Fig. 4.12 Ponto no eixo de um disco circular 


Logo, hem no centro da sombra geometrica de um disco opaco circular, deve 
existir uma pequena mancha briihante, com a interns idade da onda incidente. A 
razao 6 que, devido a especial simetria, ha interferencia construtiva das ondas se- 
cundarias num tal ponto. 


A teoria de Fresnel da difragao foi primeiro apresentada numa memoria cncami- 
nhada a Academia de Ci6ncias de Paris para concorrer a um pr£mio, destinado a quern 
melhor conseguisse explicar os efeitos de difragao. Um dos membros da comissao 
julgadora era o matematico Simeon Denis Poisson, pailidario da teoria corpuscular. 

Poisson percebeu que uma das consequencias da teoria de Fresnel seria a existen- 
ce dessa mancha briihante no centro da sombra de um disco circular, o que lhe 
pareceu absurdo, e levantou esta objegao ao trabalho apresentado. 

Com a ajuda do ftsico Francois Arago, Fresnel conseguiu realizar a experiencia, 
mostrando que a mancha briihante efetivamente aparecia. Fresnel ganhou o prgmio. 
Entretanto, a mancha briihante passou a ser conhecida como a mancha de Poisson ! 



Vimos na Sec. 4.1 que, para uma distancia R “suficientemente grande” do 
ponto de observacao P a abertura A , entra-se na regiao de difracdo de Fraunhofer , 
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onde a figura de difracao corresponde a variagao da intensidade com a direcdo de 
observacao: vimos tambem como ela pode ser observada, com o auxflio dc lentes. 

0 que e "suficientemente grande”? H uma distancia para a qua! nao mais se 
observam os efeitos de difracao de Fresnel, por ser o didmetru maxima D da aber- 
tura A muito menor que o raio da primeira zona de Fresnel, de modo que a aberiura 
compreende apenas uma fracao de uma zona de Fresnel. 

A condigao para que isso aconteca |cf.(4.24j] e que seja 


Tf_ 

KR 


« 1 


< 

i 


i 


R » 



R » D => — » — » 1 
D X 


(4.25) 


Por exemplo. para D ~ 0.5 mm e A - 5 x 1 0 -5 cm , isto d<i R » 0,5 m . Na 
pratica, a observacao no piano focal imagem de uma lente (fig. 4.2) equivale a 
fazer R — ' 7 oo.de forma que esta condicao e satisfeita. 


Vamos agora (fig. 4.13) toinar a 
origem num ponto O ftxo da abertura 
A. Se Ud e o versor da direcao de pro- 
pagacao da onda plana incidente, eP' 
um ponto de A s com OP' = x. temos, 
na (4.23). 

i v 0 (P') = Oq ^ , k 0 = kn u 

A | 

.Amplitude incidente 

(4.26) 

outro iado. com OP = R e P 'P = r, a fig. 4.13 d«L para R — » 


// 

r ~ OP - OP = R - u • ( 4 - 27 > 

A 

Projccao de OP ' sabre OF 

onde u 6 o versor da diregcio de observagao OP. 

Como na Sec. 3.2, podemos substituir r por R no denominador de exp (ikr) / r 
(onda esferica que se propaga de P ' a P) ? mas nao no nuinerador, pois a fase k r da 




ex.ponenci.al varia bastante dentro da abertura, cujo diainetro D 6 » X. Logo, a 
(4.27) da 



1 

— exp 
R 



(4.28) 


Substituindo as (4.26) e (4.28) na expressao (4.23) do Principio de Huygens-Fres- 
nel-Kirchhoff, obtemos 


v 




cos 0' - e 




e ik(R-u *') 


R 



onde usamos a notacao d 2 x ' para o elemento do de superficie sobre A . 

O fator dc obliquidade cos 6' tambem varia muito pouco sobre A: como a 
maior parte da intensidade ir£ para direcbes proximas de uo, podemos substituf-lo 
por cos 9o, onde Bo e o angulo entre a direcao incidente e a normal ao piano de A 
(fig. 4.13). Finalmente, fica 




- cos 0, e 


kR 


lk 


R 


I ^ 


- k)x d 2 x' 


(4.29) 


onde 



(4.30) 


seria o vetor de onda de uma onda plana que se propagasse na direcao de obser- 

A 

vacao u . 

Podemos reescrever a (4.29) da seguinte forma: 


v ( p ) = flo/(fc.u.u 0 )— 


(4.31) 


onde 


^ A \ 

.U,u 0 ) 


cos G 0 

i X 


d 2 x , 


(4.32) 
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A interpretacao ffsica desses resultados e simples. A (4.31) representa uma 
onda esferica emanada da abertura, cuja unica depcndcncia da distancia e dada 
pelo fator exp (i k R) / R de propagaeao da onda esferica. Isso concorda com a 
expectativa de que. vista desde uma distancia suficientemente grande, a abertura 
deve aparecer como uma fonte punt forme . 

Entretanto, a amplitude da onda esferica (proporcional a amplitude Ct^ da onda 
incidente) depend? das direcdes de incideneia uo e de ohservacao ii ; atraves do 
fator /( k . u, uo), que representa a amplitude de difracdo na direcao u. Isso tambem 
concorda com o que foi dito na Sec. 4.1: & figure de difragao de Fraunhofer so 
depende das diregoes, embora a intensidade caia com 1 / R ' . 



A (4.32) tambem tern uma interpreta- 
cao fisica imediata. Com efeito (fig. 
4.14), seja PjP'Pi' um percurso com 
incideneia segundo Pi P ' ( // uj ) e di- 
fratado na direcao P ' Pi ' ( // u), o que 
da origem a uma contribuigao a inte- 
gral (4.32). Consideremos o percurso 
paralelo P 0 OP 0 ' (fig. 4.14), passando 
pela origein O (fixa). 

A diferenca de caminho entre esses 
dois percursos e 


Fig. 4.14 Diferenca de caminho 


BP / -OC = U (J • x' - u - x' = (u 0 - u) • x' 


(4.33) 


e a diferenga de fase correspondente e k ( Ur> - u ) * x '. 

Logo, a integral na (4.32) 6 o fator de inteiferencia , que leva em conta as 
diferengas de fase na superposicao das contribuicoes dos diferentes pontos P' da 
abenura. Note que as lentes L t e La no dispositivo de observagao da fig. 4.2 n5o 
introduzem defasagens adicionais nos trajetos ate os foe os, pois, pclo Principio de 
Fermat, os caminbos oticos entre as frentes de onda OB e CP' da fig. 4.14 e os 
focos sao iguais. 
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Diftedo 


A intensidade maxima se obtcm na diregao u = uj, para a qual a interference 
e construtiva (direcao de propagacao geometries), e e dada por 


/ (* > Uo 


.»o) = 


cos 0 O 
i k 



cos G 0 
i k 



(4.34) 


onde Oa e a area da abertura A. 

Em geral, interessa-nos a distribnigao relative/ da amplitude, comparada corn 
seit maximo para u = uo, que, pelas (4.32) e (4.34), e dada por 


f (ft - **) _ _L f e ! *(?»-*)'*' 

f(k,u o) cr A J 



(4.35) 


onde simplificamos a notacao. A razao das intensidades e o modulo ao quadrado 
da razao das amplitudes: 


7 (») _ i 

7 ( fi n) (c. s ) 2 


j fi) J 2 x' 


(4.36) 


Podemos simplificar ainda mais o resultado limitando-nos ao caso da incidencia 
perpendicular ao anteparo, em que 



(4.37) 


Nes.se caso, vein 


7 (a) i 

(V'** 1 ' d 1 x' 

7 

7 K) (p A y 

J 

.4 



(4.38) 


bastando levar em conta as defasagens associadas aos raios difratados na direcao 
u [compare com a (4.28)]. O caso geral obt6m-se substituindo u — » u - uo. 



4„@ Ahes-f^res ?@fga»guiar 



Consideremos uma abertura retangular 
de lados 2 a e 2b num anteparo opaco. 
iluminada perpsndicularmente por uma 
onda plana. Tomemos a origem O no 
centro do retangulo (piano z = 0. fig. 
4.15). Sejam ( a . p . y) os cosenos di 
icluies da diiecau dc ubi»ci vayau. 
u = ( a . p . y) . k = k u. Temos entao. 
com s' = (*\>>\ 0) na (4.38), 


Fig. 4.15 Abertura retangular 


« b 

* d- X = 

\dx' \dy' 

- 


a 0 

-iJ 

f e~ ika x ' d x' [ 

;*8v' , , _ £ 

£ U ^ — 

—a -h 

1 

^ d ^ 0< ‘ , u ^ 

( e u ^ h - e~ n: ^ b ' 

'■*“ y 

l i*P J 


W) 


a 


—a 


—i k B v' 


-i*P I 


b 


-b 


k 1 ap 


sen (k a a) sen (k p b ) 


e Ga = ( 2 a ) ( 2b ) = 4 ab, de forma que 


J_ f .2 , sen (A~ ag) sen (A B /Q 

<7 a 1 (*««) (*P*) 


(4.39) 


e resulta [cf.(4.38)l 
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Dikigtio 



1 (“) sen 2 X 

2 v 
sen 1 

/a Ar\\ 


/(Uq) Z 2 

' Y 2 

> 

(4.40) 

onde 





X = k a a y 

Nr 

| 

•4-J 

ST 

II 

| (4.41) 

j 


Se tivessemos incidencia numa dire^ao qualquer, Uo = (<Xo 5 jio 5 Yo)> a unica 
diferenca seria a substituigao: a -» a - Oo , P -» p - (3o. na (4.41) [cf.(4.36)J. 

O grafico da funsao sen 2 v/v 2 foi representado na fig. 3.19. E uma funcao 
par de v> que se anula nos pontos v„ = nn (n = 1 , 2 , ... ) e 6 = I (maximo prin- 
cipal) em v — 0. 



-4ji -3jc -27i “tc 0 7i 2n 3 k 4k 


1 ,43 k 2,4671 3, 4771 

sen 2 v 

Fig. 4.16 A funcao — - — 
v" 

Ele esta novamente reproduzido na fig. 4.16, onde foram indicadas as posicoes 

dos maximos secundarios, que vao se aproximando de ( n + ~)n , e os valores da 

/\ 

funcao nesses maximos, que caem rapidamente, devido ao fator 1/v . 
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0i8 0,040.01 


1,7 0,08 0.03j0.01 


7 !0,22 



^^r+,-7 -4-7- 


4.6 Abertura 

Pela (4.40), a figura de difracao e o 
produto de dois fatores desse tipo. A 
intensidade se anula era 

a n = nic/(ka) = nk/(2a) 

(n = 1,2,...) 


p,„ = mn/ (kb) - m )■./( 2b ) 

(m = 1 , 2 ,...) 

Fig. 4.17 Figura de difracao de uma 0 ^ ue definc uma rcde de ret ^S ulos 

abertura retangular de dimensoes inversamente propor- 

tionals as da abertura (fig. 4.17, onde 
a abertura e o retangulo hactiurado h esquerda). 

Usando os valores de sen 2 v/v 2 nos maximos, forarn colocados nos centros de 
retSngulos da fig. 4.17 os valores maximos da intensidade em cada retangulo, nor- 
malizados ao valor 100 no centro da figura ( a = P = 0 ) ; na otica geometrica, a 
intensidade so seria # 0 neste ponto central, que representa a direcao de incidencia. 

Os valores decrescem rapidamente fora dos bragos da cruz central: a figura de 
difracao tern o aspecto de uma cruz luminosa . com os bracos sulcados por franjas 
escuras. 

A semi-abertura angular de cada brago da cruz e inversamente proporcional 
ao lado do retangulo que Ihe deu origem: 


A a « X / (2 a) , A p ~ X / (2b) 


(4.42) 


Assim, quanto mais estreito for um lado do retangulo, mais largo o feixe di- 
fratado na diregao correspondente, o que concorda com a iddia de que os efeitos de 
difracao crescem com a razao X /(dimensoes). 

Pela fig. 4.15, vemos que as (4.42) tambem definem os leques de valores de 
k x e k Y encontrados na onda difratada (domfnio varrido pelo vetor k) ; e temos 


! A k K ~ k Act — , Ak t ~ k A J3 = 

a b 


(4.43) 


ou ainda, usando as notacoes Ax = la , Ay = 2b para as larguras da abertura. 


A k v A x ~ 27T ; A fe v A y ~ 2 k 


(4.44) 
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Di.feClc 


o que justifica a relacao Ad± ~ 2tc cmpregada na discussao da coerencia 
transversal fcf. (3.52)]. 



Fig. 4.18 Figura de difracao de urna 
abertura irianguiar 


Nao e apenas uma abertura retanguiar 
que produz ‘deques” de luz difratada. 
Tsso vale para qualquer abertura de forma 
poligonal. com os bracos dos iequcs per- 
pendiculares aos lados do polfgono. As- 
sim. uma abertura triangular produz- um 
leque de 6 bracos (fig. 4.18). 

E devido a pequenas irregularidades 
nas iris dos nossos olhos que vemos as 
estrelas com “pontas”. Scm essas irregu- 
laridades. venamos a figura de difracao 
de um oriffcio circular, formada de aneis 
concentricos (cf. Sec. 4.8). 


4.7 SSifFaf®© sie Fr®^nls@fer per nss feMglgi 

Uma fenda e um retangulo em que um dos lados e » que o outro, de forma 
que sua figura de difracao 6 um caso particular da que foi discutida na Sec. 4.6, 
com (p. ex.) 

b» a (4.45) 



Fig. 4.19 Difracao por uma fenda 


Na figura de difracao da aberrnra re- 
tanguiar. se formos aumentando b. a 
figura de difracao na direcao [5 vai-sc 
contraindo. ate reduzir-se praticamente 
ao maximo principal (3 = 0 (ou 
P = (5o se Po ^ 0 para a direcao de in- 
cidence). Assim, a figura de difracao 
da fenda e uma linha luminosa orien- 
lada na direcao X a fenda e modulada 
em a pelo fator sen 2 XfX 2 . 
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Em lugar de uma unica direcao de incidencia no, costuma-se iluminar a fenda 
por um feixe de direcues, em que (p. ex..) |3o varia entre 2 limites. ± [3 i , bastante 
amplos, constituindo uma fonte linear. 

Para isto, no disposiiivo ilustrado na fig. 4.2, basta subslituir a fonte punfi- 
forme F no piano focal objeto da lente Li por uma fenda paralela a fenda objeto, 
iluminada de forma incoereme (fenda-fonte extensa). Cada porno dela produz uma 
figura de difracao tipo linha luminosa (fig. 4.19, onde as lentes nao foram repre- 
sentadas), e a incoerencia das fontes Fi , F2.F3,... implica que as intensidades das 
figuras de difracao respectivas se somam. Figuras oriundas de pontos-fonte adja- 
centes se justapoem. dando origem a uma serie de faixas claras e escuras paralelas 
ao lado maior da fenda. 

Analiiicameine, isso equivale a integral (soinar) as intensidades obiidas para o 
retangulo, onde [3 [3 - |3o , em reiacao a [3o , entre os limites ± (5j , o que, 

para Y = k b ( (3 - J3o ) - leva a |cf. (4.40)1 



Y 


dr 


onde supomos Y\ suficientemente grande para abarcar 0 pico central da curva (fig. 
4.16) e varies pi cos laterals. O resultado e uma constante praticamente inde- 
pendente de (3 , de foraia que se obtem, da (4.40), 


/(u) sen 2 X 

I (u 0 ) x 2 


(4.46) 


onde X = k a a [ou ka ( a - Oo ) , para Oo t- 0 ]. 

Esse resultado tambem poderia ter sido obtido de uma versao simpiiftcada da 
(4.35). valida para uma fonte linear incoerente do tipo descrito acima: 


(4.47) 


onde a drea o A da abertura e subsiitmda pela largura la da fenda. 




X 

i 

I 



1 


Vemos na fig. 4.20 que o coseno di- 
retor do angulo cntre u e Ox 6 


a = cos 



= sen 9 


(4.48) 


de modo que (tomando Oo = 0) 


\ X = k a a = k a sen 9 = k • 



(4.49) 


1 6 a diferenca de fase entre um raio difra- 

tado que passa pelo centro O da fenda e 
Fig. 4.20 Diferenga de fase outro que passa pelo extremo superior B. 


Se essa diferenca for = n. as contribuicoes dc B e de O se cancelam por inter- 
ference destrutiva, e o mesmo acontece com cada par de elementos dx' distantes 
de a um do outro na metade superior e na metade inferior da fenda. Isso explica 
por que X = k aa = ± k e uma linha nodal (franja escura) da figura de difracao. 

Se a diferenca de fase for = n n, basta subdividir a fenda em 2 n partes iguais 
c rcpetir o raciocfnio para cada par dc partes adjacentes. Interpretam-se assim os 
zeros dc intensidade da figura de difragao da fenda. 



Fig. 4.21 Abertura angular 


O pico central de difragao contem -91% 
da intensidade, de forma que sua abertura 
angular define a abertura angular do feixe 
difratado. Para 

2 a ~ } mm e X = 5 x 10 -5 cm 
c k/(2a) = 5 x 10“" rad, de modo que 
podemos tomar sen 0 - 9 e concluir que, 
apos passar pela fenda, um feixe inciden- 
te paralelo adquire (na regiao de Fraun- 
hofer) uma abertura angular (fig. 4.21) 



k a 2 a 


(4.50) 
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Para uma abertura circular de raio a , com 
incidencia perpendicular, a figura de di 
fracSo e simetrica em tomo de Oz (fig. 
4.22), de modo que podemos, sem restri- 
gao da general! dad e, lomar u no piano xz y 
e tomar coordenadas polares com origem no 
centre da abertura para x\ na (4.38): 


n = (sen 8,0, cos; fi) 
x' = (p cos cp , p sen (p , 0) 


u • x' = p sen 0 cos p 


d 2 x' = p d p d cp 


o que da 


a 2(t 

e- ikS - x ’ dr x' = jpdp jicp 

^ 0 u 


(4.51) 


e g a = n a 2 na (4.38). 

A integral (4.51) nao se reduz a uma funcao elementar, como aconleceu com 
a (4.47). Ela se exprime em termos de uma funcao J[ ( u ) chamada “funcao de 
Bessel de ordem um’\ levando a 




J j (k a sen 0) 
fc a sen 8 


-*2 ! 


(4.52) 


Entretanto, nao sera necessario conhecer 
mais do que as propriedades qualitativas 
dessa funcao, que sao muito semelhantes 
as da funcao sen u / u ", como se ve pelo 
grafico da fig. 4.23. 


Fig. 4.23 Grafico da (4.52) 
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Fig. 4.24 Figura de difracao cJe uma 
abertura circular 


A maior parte da intensidade vai para 
o pico central (~ 84%), que corres- 
ponde ao disco central brilhante da fi- 
gura de difracao, rodeado de andis 
concentricos (fig. 4.24) escuros e cla- 
ros (mas bem mais palidos). 

O pico de difragao dianteiro tern 
uma abertura angular dada por (cf. fig. 
4.23) 


k a sen 0 


2 n 
X 


a sen G 


1.22 k 


o que da 


sen 0 ~ A 0 ~ 0,61 


X 


a 


(4.33) 


resultado devido a Airy, que tem aplicagoes importantes no calculo do poder sepa- 
rador de instrumentos oticos. 

Num instrumento otico, a luz proveniente de um ponto do objeto atravessa em 
geral uma serie de aberturas circulares: diafragmas, lentes, etc.. Mesmo corrigindo 
da melhor forma possfvel as aberracoes. a imagem de um ponto nao e puntiforme, 
devido a limitacao fundamental imposts pela difragao nas aberturas circulares atra- 
vessadas. 

Podemos tomar como imagem de um ponto fonte o disco central de difragao , 
de abertura angular dada pela (4.53). 

Se dois pontos do objeto estiverem muito proximos, os discos centrais de di- 
fracSo nas imagens dos dois pontos se sobrepoem; vemos entao uma so mancha 
luminosa, nao conseguindo distinguidos. Nao adianta nesse caso amp liar a ima- 
gem: por mais que se amplie, nao separaremos um ponto do outro. 

O criteria de Rayleigh , empregado na definicao do poder separador, c analogo 
ao da fig. 3.16: para que as imagens de dois pontos incoe rentes possam ser se- 
paradas, basta que o mdximo central de difragao associado a uma delas coincida 
com o l.° minima da outra. 
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A fig. 4.25 mostra, em term os dos 
graficos de intensidade c dos discos de 
difracao. as imagcns de dois pontos que 
estao no limite do poder separador. 

No caso do telescoplo , o que interes- 
sa e a separacao angular minima cntre 
dois pontos luminosos (estrela dupla, p. 
ex.) que ainda permits distingui-los. Essa 
separacao A 9 e dada pela formula de Ai- 
ry (4.53), onde a 6 o raio da objetiva do 

, , telescopio, que produz a imagem. A fun- 

rig. 4.20 Limite do poder bepaiauoi 

cao da ocular, como vimos na Sec. 2.9, e 
apenas produzir urn aumento angular suficiente da imagem. E por essa razao que 
se constroem lelescopios com objetivas de raio grande. 

Vemos tambem que o poder separador e diretamente proporcional ao compri- 
mento de onda. Essa e a principal limitacao de um microsc6pio dtico. A razao pela 
qual se conseguem aumentos bem mais elevados com um microscopic eletronico e 
a redugao do comprimento de onda; discutiremos na fisiea quantica como associar 
um comprimento dc onda aos eletrons. 



0 PrincCpio de Babinet 

Dizemos que dois dispositivos de di- 
fracao associados a um anteparo piano 
sao complementares quando o que e 
abertura num deles e parte do anteparo 
opaco no outro. Exemplo: a difragao por 
uma abertura circular de raio a num 
anteparo piano e a difracao por um 
disco circular opaco de raio a (fig. 
4.26). Se chamarmos de S a parte opaca do anteparo e A a abertura. como na fig. 
4.7, os dois dispositivos diferem pela troca 5 A. 

Se chamarmos de a funcao de onda difratada pela abertura e de vs aquela 
correspond ente ao arranjo complementar, o principio de Huygens-Fresnel na apro- 
ximacdo de Kirchhoff (4.23) mostra que 
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'.‘laCcsO 


1 r J kr 

v* ( p ) + v, (?) - -r J cos 9' v 0 (P') — do + 

A 

+ — f cos 0' Vq (P") - — do = f (.. .) <2 a 
iXl ° V } r iX Js+a v > 


Mas S 4- A e o piano X completo. Logo, pela (4.21). 


(P)+v ? (P)= v n (P) 


(4.54) 


ou seja, a soma das ondas difratadas em P por dots dis positives complementares e 
igual d onda incidents em P propagada livremente ( sent anteparo). Esse e o prin- 
cipio de Babinei. 

Uma consequencia importanle desse principio e sua aplicacao a difrapao de 
Fraunhofer. Nesse caso, o ponto P esta a grande distancia, numa direcao u, e 
temos 


>’o ( p )=0 (u * «o) («->“«>”) 


(4.55) 


pois a onda plana incidence so contribui na sua direcao de propaga 9 ao (ponto cen- 
tral da figura de difracao). 

Logo, a (4.54) da 



•• h (") = +l A («). 


(4.56) 


pois a intensidade 1 = I v l 2 . 

Portanlo. exceto na direcao de propagagao, as figures de difracao de Fraun- 
hofer associadas a do is dispositivos complementares sdo iguais. 

A figura de difracao de Fraunhofer de um disco circular e portanto a mesma 
que a de uma abertura circular de mesmo raio, on seja, e formada de aneis oiren- 
lares concentricos. 
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Fig. 4.27 Difracao por uma esters 

Ainda dentro do doimnio de aplicabilidade da aproximacao de Kirchhoff. a 
figura de difracao de Fraunhofer de um disco circular de raio a tambem coincide 
com aquela associada a uma esfera (fig. 4.27) de raio a. pois ambas bloqueiam a 
mesma porcao circular da onda incidents. 

Logo, uma partfcula esferica tambem produz um pico de difragdo dianieiro , de 
abertura angular dada pela (4.53), rodeado de aneis concentricos. Ao longo do eixo 
de simetria, esse pico 6 um prolongamento da mancha brilhante de Poisson encon- 
trada na regiao de Fresnel. 

As coroas de difracao vistas em tomo da Lua sao devidas a difracao por goti- 
culas de agua esfericas nas nuvens. Cada gotinha produz sua figura de difracao e 
as intensidades se superpoem (fonxes incoeremes). 0 diametro angular tfpico 6 al- 
gumas_vezes o diametro angular da Lua, que e de » 0,5”. Tomando A 8 - 3” ~ 
rad, e X ~ 5 x 10""’ cm = 0,5 um, a (4.53) mostra que o raio medio das gotinhas e 
da ordem de uma dezena de um. A beirada externa das coroas 6 avermelliada, 
mostrando que se trata de um efeito de difragao: o vermelho e mais fortemente 
desviado do que o azul. 



4.9 Par de fendas ® rede 



de difracao 

Consideremos agora a difragao de Fraun- 
hofer por um par de fendas (fig. 4.28) de 
mesma largura 2a. cujos centros O e O ' 
estdo separados por uma distancia d (to- 
mamos 0 como origem). 

Vamos tomar como disposiiivo de ilumi- 
nagao uma fonte linear incoerente, obtida 
iluminando por uma fonte extensa uma 
fenda paralela as consideradas, como na 
fig. 4.19. 


Fig. 4.28 Par de fendas 
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Difro^ao 


Nesse caso, podemos aplicar a versao simplificada, anaioga a (4.47), dos re- 
suliados anteriores: 



a d-i-a 

j 

f(k,a)= cj e~ ik a *'d x' ~ C< 

f e- ikax 'dx'+ f e~ ikax 'dx' 

1 

j 

A 

4 i-a j 



(4.57) 


onde, para simplificar, tomamos incidencia _L e C e a constante de normalizacao. 
Com a mudanca de variavel x' — d t x na 2. a integral, vein 


d-i-a 

J e~ ikaxJ dx' 

d —a 


-ik ad 


14 

J 


-i k a x 


(4.58) 


e a (4.57) fica 


f(k , a) = (k , a) 


1 + e - >ka ' 1 


(4.59) 


onde f (A, a) € a amplitude de Fraunhofer devida a uma so fenda , dada pela 

(4.47) (com oto - 0 ). 

A interpretacao fisica da (4.59) e imediata: a contribuigao da 2. a fenda so dife- 
re da l. a pelo fator de fase exp(— ikad) , que resulta da defasagcm associada a 
diferenya de caminho entre as contribuicoes de pontos correspondentes das duas 
fend as. 

Reconhecemos na expressao entre colchetes da (4.59) o mesmo fator de inter - 
ferencia ja encontrado na discussao do experimento de Young; como vimos na 

(4.48) , a = sen0 , onde 0 e o angulo entre a direcao de observac&o e a normal ao 
piano do anteparo. De fato, o arranjo experimental coincide com o do experimento 
de Young de duas fendas, observado na regiao de Fraunhofer. 

A distribuicao de intensidade e entao dada pela (3.22): 


I (a) = 7, (a) • 4 cos 2 



(4.60) 


onde 
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4 .9 Par cic fendas e rede de difncSo 

A = kd a = A - k d sen 0 \ (4.61) 


6 a defasagem entre pontos correspondentes das duas fendas e l\ ( a ) a intensidade 
qne terfamos se apenas uma fenda estivesse aberta, dada explicitamente pela (4.46). 

A fun^ao cos" (A/2) e uma funcao periddica da defasagem A . de periodo 
2ft, cujos maximos correspondem as diregoes de interferencia const rutivci: 


A„, = 2 m ft « a d = d sen 0 = m X (m = 0 , ± 1 , ± 2 , .. .) (4.62) 


A funcao 7j(a) e proporcional a senX/X 2 , e seu pico central esta com 
preendido entre os pontos 


X = k a a = ±k <=> aa = a sen 0 = ±k / 2 


(4.63) 


Temos. necessariamente, d > 2 a (por que?), e vamos supor que o espagamento d 
entre as duas fendas e algumas vezes maior que a largura 2 a de coda fenda. 



X 2X 
d d 


Fig. 4.29 Figura de difragao de um par de fendas 

Nesse caso, o fator / 1 ( (X ) de difragao por uma so fenda varia lentamente com a. 
em confronto com o fator de interferencia 4cos"(A/2), e seu efeito e produzir 



1 I b DifidCdO 

lima modulagao do fator de interference , conforme ilustrado na fig. 4.29. Os ma- 
ximos de interference dados pela (4.62), que se chamam mdximos principals , va 
riam lcntamcnte dc intensideide devido ao produto por /i ( oc). 

N fendas 

E facil agora generalizar esses resultados ao caso em que temos jV fendas iden- 
ticas, de largura 2a, com seus centros igualmcnte espacados de uma distancia d. 
dispositivo conhccido como rede de difragao. 

O faior de defasagem entre as contribuigoes da l. a fenda e as de pontos cor- 
respondentes da fenda de ordem p + 1 e agora aquele associado a distancia p d 
entre seus centros, ou seja, exp|W ka(p d) 1, de forma que obtemos, no lugar da 
(4.59), 


A — 1 

I 


r, 

e ~ink(x4 


f(k, cl)= f (k , a) 


1 + 


-Ik ad 


+ e 


-2lkad 


4- ... 




(4.64) 


A expressao entre colchetes 6 a soma de uma progressao geometrica de razao 
exp (- it a d ) e N termos, dada por 


1 - _ 1 - 
1 — e~' kaJ ~ 1 — e -,A 


(4.65) 


onde A e a defasagem (4.61) entre duas fendas consecutivas. Logo, 




2 

ii 

i - e - ,A ' A 


i - ^ 



Temos 


2 cos A 



(4.66) 


(4.67) 
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-.v Y~r. -e rer.Gds e -' 23 ? cz c : ~c^oC 


de forma que, finalmente, 


A 


/ (a) = /, (a) 


sen 2 ! N — 

2 ) 


sen' 


(4.68) 


Para N = 2, como scn 2 (2x) = 4 sen 2 x cos 2 x , a (4.68) se reduz a (4.60), con 
forme deveria ser. 

Vejamos agora como se comporia o faror de imerferencia de N fendas 
sen 2 ( N A/2 ) / sen 2 ( A/2 ) como fungao de A e de N. 

Notemos primeiro que ele conti nua sendo uma funcao periodica de A, com 
periodo 2iz, conforme seria de se esperar. pois efeitos de interferencia nao se al- 
teram se acrescentarmos a defasagem um multiplo de 2iz. Logo, basta estudar a 
funcao dentro de um periodo, p. ex., ern - tu < A < n , e basta tomar A > 0 , pois 
e uma funcao par. 

Para A = 0 a funcao vale N 2 . Isso porque temos interferencia construtiva en- 
tre as N fendas: a amplitude da resultante 6 M vezes a de uma sd fenda, e a inter- 
sidade e amplificada por N 2 . Por outro lado. para A = 7t/2. o numerador e o 
denominador sao da ordem da unidade, e a fungao e - N 2 vezes menor do que 
para A = 0. Para N grande , caso que nos interessa, basta considerar portanto a 
regiao I A I « L onde sen 2 (A/2) = (A/2) 2 ? e por conseguinte 


sen 2 (N A / 2) __ , 2 sen 2 (/YA / 2) 
sen 2 (A / 2) (N A / if 


01 « i ) 


(4.69) 


corr(NA/2) 

sen 2 (A/2) 
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Fig. 4.30 A funcao (4.69) 


JSIesta regiao. recafmos assim na fun- 
gao sen 2 v/v\ multiplicada por N 2 . 

A fig. 4.30 mostra o grafico da fun- 
cao. Os pontos onde A„, = mi i, ou se- 
ja, a = in k/ d ( m = 0 , ± 1 ; ... ). cha- 
mam-se maxim os principals ; in e a or- 
dem de interferencia. A largura de um 
pico (maximo principal) e dada por 




N A / 2 = ± it => A / 2 = ±n / N 


(4.70) 
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Difracio 


ou seja, e da ordem de X/( Nd), N vezes menor que o espacamento enlre os maxi- 
mos principals. Assim, a medida que N aumcnta. os picos em torao dos maximos 
principals vSo-$e tomando cada vez mais estreitos. 


serf (N A/2)/serf (£12) 




A figura de difracao da rede, como no caso de duas fendas, results da modulagao 
da figura de interferencia pelo fator lentamente variavel 1\ ( a ) , figura de difracao 
de uma l'enda unica. O aspecto da figura resultante esta ilustrado na fig. 4.31. 


4.10 Disperse® e posies 1 sepssr easier ds§ regie 

Results da Sec. 4.9 que uma rede de difragao com urn numero N muito grande 
de fendas produz uma figura de difragao formada por uma serie de raias brilhantes, 
nas diregoes dos maximos principals. 


«*» = sen e m = ( m = o, ± 1, ...); 

a 


(4.71) 


Os maximos secundarios, muito menos intensos, podem scr desprezados. 
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10 DrjpersSo er pcde: separedor ds 'ede 


A semilargura de cada raia e dada por [cf.(4.70)J: 


8 a = 8 (sen 0) = cos 0 5 0 = 


X 


Nd 


(4.72) 


onde 0 nao se afasta muito da direcao 0 O = 0 de incidencia, de forma que 
cos 8 « cos 0o = 1, ou seja. 


, 

50 - 


X i 

Nd ■ 





(4.73) 
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Fig. 4.32 Superposicao de dois comprimemos de onda 


Ate agora supusemos que a iuz incidente € monocromdtica. Se iluminarmos a 
fenda-fonte (fenda do colimador que produz o feixe incidente) com luz nao -mono 
cromatica, a (4.71) mostra que os maximos principais associados a valores diferen- 
tes de X caem em direcoes diferentes. A rede efetua portanto a decomposicao es- 
pectral da luz incidente, produzindo uma serie de espectros, um para cada ordem 
m, exceto para m = 0 (direcao de incidencia), onde todas as imagens se superpoem. 
A fig. 4.32 mostra tambem que a separacao entre X \ c X2 aumenta coin a ordem 
m do espectro. Para ordens muito elevadas, porem. comeca a haver superposicao 
de espectro s (acima, in = 5 dc X\ com m = 4 de X2 ). 

As principais qualidades de um instrumento para aplicacao em espectroscopia 
sao a sua dispersdo e o seu poder separador. 
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A dispersdo De a taxa de variacao dQ/dX do desvio com o comprimento de 
onda X. Quando maior D , maior a separacao angular associada a uma daaa variacao 
de X, o que facilita a medida. Pela (4.71), 



de 
d X 


m 

d cos0 


m 

~d 


(4.74) 


para uma rede. 

Logo, D aumenta com m 9 como vimos na fig. 4.32, e varia inversamente com 
o espa^amento d entre as fendas: a difracao abre tanto mais o feixe difratado quan- 
to menor for d. 

A qualidade mais importante para andlise espectral 6 o poder sepurudor , 
S = 1/81, ja definido na discussao do interferometro de Fabry-Perot [cf. (3.39)]. 
Pelo criterio de Rayleigh, duas linhas X e X + 81 cstarao no limite do poder sepa- 
rador num espectro de ordem m dada quando estiveram separadas pela semilargura 
do maximo principal correspondente. 

Isso signified que o maximo principal de ordem m para X + 6 X, dado por 

sen9 = j (A.+ 8X) 

coincide com o 1 .° zero depois do maximo principal de ordem. m para X, dado por 

A m X X 

sen 0 = + 

d N d 

uu seja, ideiitificando, 


m 6 X _ X 
d ~ Nd 


S = 


X 


61 


= m N 


(4.75) 


O poder separador da rede e o produto da ordem do espectro pelo numero 
total de fendas. A razao da proporcionalidade com N 6 que a largura de cada raia 
& inversamente proporcional a N. Note que S e independente de d, porque a di- 
ininuicao de. d aumenta proporcionalmenie a dispersao e a largura de cada raia. 
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Pela (4 .71), m = d sen 8/A, , de forma que a (4.75) tambem se escreve 



N d sen 0 
X 


(4.76) 


ou seja. o poder sepcirador e igual ao numero de cornprimentos de onda comidos 
em. N d sen 0, que e a difer erica de caminho, medida em unidades de X, entre os 
raios difratados pelas duas fendas ext re mas da rede ( Nd € a largura total da rede). 
Em resumo: 



' N 


S (j»= A) , I = intensidade 

Aumentando < 

m 

> aumenta < 

, S (°c mj, D (oc 772) 


i / d 


D (« 1 / d) 


Portanto, convem sempre tornar d tao pequeno e N tao grande quanto pos 
sivel; para uma dada largura Nd, aumentar N ao maximo. Tamb6m convdm obser- 
var em ordem m tao alta quanto possivel. O problema aqui vem da superposicao de 
espectros para rn elevado, mas ele se reduz quando se observa uma regiao muito 
pequena do espectro. As primeiras redes de difracao foram construidas por Fraun- 
hofer em 1819, usando uma malha de fios de prata, com 10 fios/mm. Posterior- 
mente, ele construiu redes riscando uma serie de linhas paralelas equidistantes nu- 
ma placa de vidro, com uma ponta de diamante {as fendas eram as partes nao 
riscadas). 

A analise anterior requer essencialmente que a estrutura da rede seja perio- 
dica ; nao e precise que I\ ( a) corresponda a transmissao atraves de uma fenda: 
pode corresponder a reflexdo regular. As redes mais usadas em espectroscopia sao 
redes de reilexao, obtidas riscando uma placa reiletora (os riscos difundem a luz 
em todas as direcoes, correspondendo aos intervalos opacos). 

Rowland, no final do seculo passado, construiu em Baltimore redes com - 5.500 
linhas/cm nuraa distancia de - 15 cm, totalizando - 80.000 linhas, e atingindo um 
poder separador - 160.000 em 2. a ordem. O espacamento d nesse caso ja atinge 
ordens de grandeza comparaveis a X no visfvel! Como ele tem de ser extremamente 
uniforme, a construcao envolve problemas tecnicos dificflimos. Redes de difra£ao 
comerciais sao replicas, usando redes padrao como moldes. 

Quando olhamos para uma luz distante com os olhos semicerrados, as pestanas 
atuam como uma rede de difracao (irregular!) e vemos cores. 
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Os sulcos de um disco LP ou CD, regularmente espagados, funcionam como 
uma rede de difracSo, que permite ver, por reilexao. uma serie de espectros. 

Nos anos 70, foi desenvolvida uma nova tecnica de fabricacao de redes cha- 
madas hologrdficas , que permite atingir milhares de linhas/mm em distancias de 
ate - 50 cm , com poder separador superior a 10 6 (cf. Seg. 4.12). 


As redes de difragao consideradas acima sao unidimensionais : a periodicidade 
dos elementos da rede (fendas) e em uma unica direcao. Uma rede bidimtnsional 6 
uma estrutura duplamente periodica, isto e, com dois periodos em diregoes diferen- 
tes. Exemplos sao duas redes unidimensionais cruzadas, ou uma cortina de gaze. 

Uma rede tridimensional (triplamente periddica) seria muito diffcil de construir 
na regiao visfvel do espectro, devido a regularidade necessaria, que ja e diffcil de 
atingir em uma dimens ao, como vimos. Entretanto. a Natureza fomece cstruturas 
triplamente periodicas regulares: os cristais. Para observar efeitos de difragao com 
eles, porem, a radiagao incidente precisa ter um comprimento de onda X com- 
paravel ao espacamento d entre os elementos da rede. 

No caso de um cristal, d e da ordem das distancias interatomicas, - J0” 8 cm 
( = 1 A). Radiagao eletromagnetiea com comprimento de onda dessa ordem esta no 
domtnio dos raios X. 

Os raios X foram descobertos em 1895, por Wilhelm Rontgen, quando fazia 
experiSncias com raios catodicos (feixes de eletrons acelerados); os raios X eram 
produzidos quando os eletrons colidiam com as paredes do tube evacuado, e Ront- 
gen mostrou que se propagavam em linha reta e tinham um grande poder de pene- 
tragao. Por v&rios anos, procurou-se descobrir a natureza dos raios X. Eram particu- 
lar neutras, e foi sugerido que poder? am ser ondas eletromagneticas (como a luz) 
dc comprimento dc onda da ordem dc A. 

Em 1912, Max von Laue teve a ideia de testar essa hipotese procurando de- 
tetar a difragao de raios X pela rede tridimensional dos cristais. 

Um cristal ideal 6 formado por atomos distribufdos sobre uma rede periddica 
tridimensional. A rede pode ser gerada a partir de tres vetores de base nao-copla- 
nares a. b, c , que representam periodos de translagao da rede. A escolha desses 
vetores n3o e univoca. 

O vetor de posicao de um ponto arbitrario da rede e da forma 


X! = nn + pb + qc 


(4.77) 
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onde n. p e q sao inteiros quaisquer (0.± 1 ,±2,... ). A rede e constitufda por 
todos os pontos de coordenadas (n, p , q) inteiras no referenciai (a, b, c ). Abre- 
viaremos por 1 a tema (n, p , q). 


a R 



Fig. 4.33 Espalhamento por um atomo 
num crista! 


Considerernos um feixe colimado de raios 
X incidente sobre o cristal, representado 
pela onda plana 

v o ( r ) = Ae lk& *' T ! (4.78) 

J 

onde uq 6 o versor da direcao de inciden- 
cia. Ao incidir sobre um atomo na posi- 
cao Pi (fig. 4.33), produz-se uma onda es- 


palhada (difratada) que, num ponto de observacao P a grande distiincia do cristal, 
e da forma 



(4.79) 


onde r' = I Pi PL u 6 o versor da direcao de observacao OP (0 e uma origem fixa 
no cristal), q fi (u) e a amplitude de espalhamento (difracao) na direcao u devida 
ao atomo do cristal situado na posicao P|. 

Como na (4.27), temos, para R» dimensoes do cristal. 


! r' = R - u x, 


(4.80) 


de. modo qne a (4.79) fica 



(4.81) 


que deve ser comparada com a (4.35). 

Somando as contribuicoes de todos os atomos do cristal, obtemos a onda total 
eni P: 


IK 


(v(P)=Sv,(P — £<■ 


-?£:(»- u 0 )x, 


(4.82) 
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onde a ^ e uma soma niplci sobre I = ( n ,p , q ). 

Suponhamos, para simplificar, que o cristal tenha a forma de um paralele- 
pfpedo [que pode ser oblfquo, como os eixos (a, b. c) ] com NPQ atomos. e que a 
origem 6 toinada num vertice. A (4. 82) se escreve entao 


(P) = .4 


kR 


R 


N-l P-\ 

f\ (fi) o}b 


«=] 




X 


0-1 


e 


-u/k (u-n 0 >c 


9= 1 


(4.83) 


que e a generalizacao tridimensional da (4.64). 

Cada um dos somatorios e da forma da expressao entre colchetes na (4.64), de 
forma que a intensidade difratada na direcao u pelo cristal todo e 


/(u) = 

I 



sen 2 (+PA & ) sea 2 QQA c ) 
seir^A,) sen 2 ((A c ) 


(4.84) 


onde 1\ ( u) ; a intensidade espalhada por um so atomo do cristal, chama-se o fator 
de forma atomico , e 


A a ~ /< (u - u 0 )- a ; A b = k (u - u„) • b ; A f = i(n-u 0 )-c 


(4.85) 


O resuitado obtido e a generalizacao a tres dimensoes da (4.68), e o fator de 
inteiferencia 6 o produto de 3 fatores analogos ao ultimo fator da (4.68). 

Os mdximos principals sao definidos por tres condicdes simuitdneas de interferencia 
construtiva: = 2m c n ; A b = Im^n e A c = 2mcK, onde m a , irih , e trie sao in- 

teiros, o que equivale a 


(u - u 0 ) • a = m a X ; (n - ii 0 ) • b = m b X ; (u - u 0 ) • c = m c X 

m a = (0 , ±1, ...) ; m b = ( 0 . ± 1 , ...) ; m c = ( 0 , ± 1 , ...) ; 


(4.86) 


As (4.86) chamam se condicoes de Lane. 



4 11 DifraCdO de rcioi X 125 


Num maximo principal, o fator de interferencia reduz-se a (N PQ) Z , onde N t 
P e Q sac da ordem do numero de atomos por aresta do cristal, ou seja, sao extre 
mamente grandes. Fodemos entao desprezar os maximos secundarios, obtidos quan- 
do ao menos uma das condicoes dc Laue nao e satisfeita: a figura de difracao 
reduz-se as direcoes dos maximos principals. 

Dada a diregao de incidencia no, a direcao 11 do maximo principal de ordem 
) deve ser obtida como solugao simultanea das (4.86), onde as incogni- 
tas sao as componentes de il 

Entretanto, tern os 3 equacoes para apenas 2 incognitas, pois tern de ser satis- 
feita a condicao 

u 2 = 1 (4.87) 


Tsso so aconteee, em geral, para valores especiais de k. 

Para compreender melhor essa condicao, consideremos um caso simples, em 
qne os vetores de base a, b, c. formam um triedro triretangulo, e tomemos uma 
onda incidente na direcao de c. Sejam ( a, p , 7 ) os cosenos diretores da diregao u 
e a = I a I ,■ b = 1 b 1 , c = I c I. As componentes de u e Uo sao entao: 
u = ( a , P . 7 } 5 uo = ( 0 , 0, 1 ) e as condicoes dc Laue ficam: 


k o X 

a = m-c ~ > P = m b - 
a b 


y - 1 = m 


(4.88) 


Para m. a , m b e m c dados, essas equacoes definem, cada uma, um conjunto de 
direcoes que formam um angulo constante (de coseno dado por a , p ou y) com um 
dos eixos, ou seja, um cone em torno do eixo correspondente. A direcao de um 
maximo principal teria de ser uma gcratriz comum aos trcs cones. 


m b = -1 


m, = 0 


n\ = 1 m, = 2 
/ ^ / 
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Na fig. 4.34, foram represen tados cones com eixo b associados a mb = 1 , 0 e 
- 1 [para m b - 0, o cone degenera no piano (a, c)J. Uma chapa fotografica © _Lu<> 
6 cortada pelos cones segundo hiperboles com eixo // a [para = 0, num seg- 
mento de reta|. 

As familias de hiperboles associadas 
aos pares ( m a . m b ). representadas na 
fig. 4.35, tern pontos de interseccao ® 
que salisfazem as duas primeiras con- 
dicdes de Laue e representariam a fi - 
gura de difragao de uma rede bidi- 
mcnsional (aparcccm. p. ex., quando 
se olha atraves de uma cortina de gaze 
para uma fonte de luz distante). A in 
terseccSo com a chapa fotografica © 
da terceira famflia de cones, de eixo c. 
6 uma famflia de circulos , um dos 
quais ( m c = 1 ) foi representado ein linha interrompida na fig. 4.35. Vemos que. 
para um dado X, como nesse easo, nSo havera em geral pontos de interseccao co- 
muns as tres familias de curvas: isto so ocorrera para valores especiais de X. 

Entretanro, se fizermos incidir sobre o crista] um espectro continuo de raios X, 
como o que resulta do freamento de um feixe de eletrons acelerados, o cristal se- 
lecionard os valores discretos de X para os quais M intersec^des comuns its 3 
familias de curvas (satisfazendo as 3 condicoes de Laue), e aparecerao na chapa 
fotogr&fica as “manchas de Laue” associadas a estas diregoes. Tambem resulta da 
analise acima que a disposicao dessas manchas, ou seja, da figura de difragao, re- 
flete a simetria interna do cristal. 

Amostra Diagrama 

(cristal) de Laue 



m b =-1 m b -0 m s =1 



Fig. 4.36 Dispositivo para difrapao de raios X 
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A experiencia foi realizada pela primeira vez por Friedrich e Kaipping, ainda 
em 1912. usando o dispositive) experimental ilustrado na fig. 4.36. O resultado con- 
firmou as previsoes de Laue e o carater de ondas eletromagneticas dos raios X. 
Laue ganhou o Premio Nobel de 1914 pelo seu trabalho sobre difrac&o dos raios X. 

O Premio Nobel do ano seguinte, 1915, foi concedido a William Henry Bragg 
e a seu filho William Lawrence Bragg pela introducao de uma nova tecnica de 
observacao da difracao de raios X. Os Bragg empregaram radiacao X monocro- 
matica, variando os angulos de incidencia (por rotacao do cristal) ate obter maxi- 
mos principals. 



--© e- -©■ 

Fig. 4.37 Reflexao espacial 

W. L. Bragg mostrou que as condicoes de Laue podem ser interpretadas como 
se se tratasse de uma reflexdo espacial dos raios X, o que significa o seguinte: 
consideremos uma dada familia de pianos reticulares do cristal, ou seja, de pianos 
paralelos e equidistantes que passam pelos atomos da rede. 

Imaginemos quo haja “reflexao'* de um raio por urn desses pianos, isto 6, que. 
ao incidir sobre um atomo desse piano numa direcao que forma um angulo 0 com 
o piano, o raio seja “reflctido” segundo o mesmo angulo (0 e o complement© dos 
angulos de incidencia e reflexao). Para que haja interferencia construtiva entre essa 
“rnflnxan” e. a “reflex an” por um atomo oorrp.spnndp.nle do piano vizinho da 
familia, a distancia d (fig. 4.37), e preciso que a diferenca de caminho 2d sen0 
seja um multiplo inteiro de X: 


2 d sen 0 = m X (m = 1 , 2, 3, •••)! (4.89) 


Se essa condicao e satisfeita, resulta que ha interferencia construtiva entre as 
“reflexoes” pelos atomos de todos os pianos da familia, ou seja, temos uma re- 
flexdo espacial. Pode-se moslrar. o que nao faremos aqui, que a condicao de Bra gg 
(4.89) e equivalente hs condigoes de Laue, ou seja, define uma direcao de maximo 
principal (a demonstracao nao 6 simples). 



Num espectrometro de Bragg para raios X, o cristal e montado sobre uma 
plataforma giratoria que permite variar o angulo de incidencia 0. Outra manetra de 
apresentar simultaneamente ao feixe de raios X toda uma gama de angulos 0 e o 
metodo dos pos micro cristalinos de Debye e Scherrer, em que o cristal e pulveri 
zado, de modo a constituir um agregado de microcristais cujas faces estao orienta- 
das ao acaso. Por simetria, a figura de difracao correspondents e fonnada de aneis 
concentricos. 


A figura de difracao de raios X de um cristal contdm informact sobre a estru- 
tura tridimensional do cristal: por exemplo. a simetria da figura esta diretamente 
ligada a simetria do cristal. 

Em 1942, W. L. Bragg teve a ideia de procurar utilizar a imagem de difracao 
de raios X de um cristal sobre uma chapa fotografica como uma especie do “rede 
de difrac2o M 6iica, iluminando essa imagem com luz visfvel e procurando, na Iuz 
difratada, ver ate que ponto seria possivel reconstruir atraves dela a estrutura do 
cristal. 

Entretanto, essa ideia enfrentava uma dificuldade seria, conhecida como o 
“problema da fase”, na difracao de raios X e em outras situagoes analogas. A chapa 
fotografica registra a intensidade das ondas luminosas que a atingem : mas nao pre- 
serva nenhuma informagao sobre a fase das ondas. Como uma parte da informacao 
estrutural esta contida na fase, o registro das imensidades difratadas, por si so, 6 
insuficiente para a reconstruct do cristal. 

Em 1949, Dennis Gabor teve a iddia de um processo que permitiria registrar 
nao so intensidades, mas tambem fuses, convertendo informagoes de fase em infor- 
macoes dc intensidade. atraves do interference. Usando, como Bragg havia suge- 
rido, um processo de duas etapas, liabor propos reconstruir mtegralmente, numa 2/ 
etapa, as f rentes de onda provenientes do objeto, registradas na l. a . Essas frentes 
de onda, alingindo a vista de um observador, produziriam a mesma sensacao visual 
que o proprio objeto. A ideia do processo, chamado de “holografia” (do grego. 
“registro completo”), valeu a Gabor o Premio Nobel de 1971. Foi somente na deca- 
da de 60 que a holografia ganhou maior impacto, gragas a uma ideia de E. N. Leith 
e J. Upatnieks (descrita abaixo), que eliminou uma desvantagem seria da proposta 
inicial, e gragas ao uso de lasers. 

Ao contrario da fotografia. que reproduz sobre uma chapa uma imagem bidi- 
mensional de um ob jeto, usando um si sterna de lentes, a holografia, sem utilizar 
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lentes, permite reconstruir a luz proveniente do objeto mantendo suas caracterfsti- 
cas tridimensionais. A ideia inicial e a seguinte: 


Vemos normalmente um objeto pela luz 
que ele espalha , proveniente dc uma fon- 
ts de luz que o ilumina. Sobre um piano 
X intermedidrio entre o objeto e a vista 
do observador (fig. 4.38), as frentes de 
onda associadas a luz espalhada pelo ob- 
jeto produzem uma certa distribuicao da 
fungao de onda v ( P em amplitude e fuse. Decorre do Principio de Huygens- 
Fresnel que, se conseguirmos registrar e reproduzir essa distribuigao sobre E. as 
frentes de onda dai por diante seiao as nicsiiias uiiginalmeiile piuveuiemes do ob- 
jeto, produzindo portanto a mesma sensac&o visual para o observador. Dai a ideia 
de Gabor da holografia como um metodo de reconstrugao das frentes de onda. 

A 1 . a etapa, o registro, incluindo amplitude e fase, se obtem pela interferencia 
entre a luz vinda do objeto e um fcixe de referenda. Para que a interferencia seja 
eficaz, e essencial que a luz utilizada seja coe rente, com elevado grau de coerencia tanto 
espacial como temporal. Por isto, a holografia so tomou-se vi&vel gracas a invenc&o do 
laser. Na 2. a etapa, a reconsirucao das frentes de onda originais a parti r do registro 
(holograma), a ideia foi utilizar o mesmo feixe de referenda para ilumina-lo. 

Vamos ilustrar o procedimento num exetnplo extremamente simples, a repro- 
ducao de um objeto puntiforme muito distance, ou seja, de uma onda plana mono- 
cromatica proveniente de uma diregao uo, que faz um angulo 0 com a normal ao 
piano E: 



Observador 


Fig. 4.38 Ideia basics da holografia 


Onda de 
referenda 




Onda 

objeto 



v 0 (x) = A (4.90) 


onde 


u 0 = (senG , 0 , cosG) (4.91) 

Vamos usar como feixe de referen- 
da uma onda plana analogs, mas que se 
propaga na diregao (-0 ): 

V*(*) = 


Fig. 4.39 Feixe de referenda 


(4.92) 
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onde 


u' 0 = (-sen 0,0, cos 0) 


(4.93) 


As duas ondas interfere m sobre a chapa X, onde x = x 7 = ( x ' , y ' , 0 ), dando 
uma resultante 


Vo (x') + v r (x')=A (e ik ^' + e ik ^') 

= A (e ikx '™ 6 + c - ifc - t ' stn9 )= 2 A cos (k sen 6 x') 


(4.94) 


A chapa fotografica registra a intensidade l da resultante, dada por 


/ (x') = v 0 (x') + v R (x') | 2 =4 A 7 cos 7 (k sen 6 x') 


(4.95) 


Note-se que, gragas a interferencia, a fase ( k sen 6.x ' ) da onda incidente vinda 
do objeto fica registrada numa distribuic^o de intensidade (enegrecimento) da cha- 
pa fotografica. 

Logo, revelando a chapa, ela contera (fig. 
4.40) uma distribuicao de franjas de in 
terferencia (paralelas a direcao y) per id - 
die a com o period o 


x‘ 


Fig. 4.40 Registro no holograma 

como uma rede de difragao unidimensional, em que os picos de I correspondent as 
partes opacas. e o entorno dos zeros (nao enegrecidos) &s fendas. Note que a escala 
de distancias d e da ordem de X (com luz visivel, nao se perceberia a olho nu; a 
chapa teria um aspecto uniforme). Vemos ao mesmo tempo que e possfvel construir 
uma "rede de difragao holografica” por esse processo. 

Se agora iluminarmos esse '‘holograma” (rede de difracao) com o feixe de re- 
ferenda, ou seja, tomando a (4.92) como onda incidente, os maxima s principals de 
difracao serao dados pelas direcoes u', tais que [cf.(4.86j] 


d = 


7t 


X 


k sen 0 2 sen 0 


(4.96) 
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(u' - Uq) - d = m K (m = 0, ± 1 , ...) (4.97) 


onde d = (d . 0 ; 0) e u/ = (- sen 0 T 0 , cos 0 ). Logo, se 



(4.98) 


isto da 


(sen 6 ' t sen 8 )ci = (sen 0' +■ sen 0) - 


2 sen0 



Para 0 e 8 ' e suficientemente pequenos, com sen 0 ~ 0 , sen 0 ' = 0 vein 
entao: 



'iU = -1 <r4 

0' = -3 e 


O' 




— t 1 - 2m 

0 

m = 0 

6' = - 0 


m = 1 

e' = e 

4 * 




valido mesmo sem 
a aproxima^ao 0 « 1 


(4.99) 



Fig. 4.41 Reconstruct) da onda objeto 

mostrando que. a partir do holograma, e reconstruida , em 1. a ordem (m = 1) , a 
onda plana objeto (fig. 4.41), na direcao 9. 

Pode-se mostrar (Probl. 4.14) que, para uma rede com o perfil sinusoidal de 
transmissao dado pela (4.95) e a onda incidents dc referenda, so existent as ordens 
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m — ±1,0. A ordem 0, como sempre, e associadci a onda incident#. A ordem - 1 
chama-se onda conjugada e propaga-se numa direcao que e a imagem especular da 
onda objeto recon strut da* em relasao a diregao m = 0 da onda de referenda. 

No processo originalmente sugerido por Gabor, tomava-se 0 = 0, de forma 
que as tres on das viajavam na mesma direcao, tomando diffcil a separa^ao da onda 
objeto. A ideia de usar 0 ^ 0 foi de Leith e Upatnieks, permitindo a separacao 
espacial da onda objeto reconstruida e contribuindo muito para tornar a holografia 
vidvel na prdtiea. 

Consideremos agora, de forma extremamente simplificada e esquematica, a ge- 
neralizacao do procedimento acima a uma onda objeto arbitraria, proveniente da 
iluminafao do objeto por luz coerente. como a de um laser. Seja vo(x') a funcdo 
de onda objeto no ponto x ' da placa fotografica, 

V 0 (x') = |v 0 (x'J (4-100) 


onde ip <7 e a fase. 

Seja v*(x') a fungao de onda de referenda no mesmo ponto, coerente com 
vo. Em geral, vr se obtem, por subdivisao, do mesmo feixe de luz laser que ilumina 
o objeto: 


Vr (*') = |v fl (x')| e 


i <p R (x r ) 


(4.101) 


Analogamente a (4.95), a chapa fotografica responds a intensidade resultanle 

em x 


1 (s') = |v 0 (x') + v* (x')|‘ = (v; + v R ) (v Q + V R ) 


Vo(x')‘ + v*(x') v 0 (x') e 


'\\ '[MO-MO] 


(4.102) 


o 


(s')l K ( x ')| e 


A| -<&>o (x')-MO] 1 ' 


'« (s') 


onde a informacao de fase esta contida nos termos de interference. 

: 

O fa tor (porcentagem) de transmissao da amplitude T da chapa fotografica em 
cada ponto, uma vez revel ada, depende da intensidade 7(x') naquele ponto (a 
transmissividade 6 171"): 



T(x')=/[/(x')] 


4 '. 9 . Ho'cgiciid 
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(4.103) 

Como o enegrecimento, que reduz 7 , cresce com /, vamos admitir, para simplifi- 
car, que T e da forma 


T(x') = T + KI (x') 


(4.104) 


ondc T 6 a amplitude de iransmissao media do holograma (placa revelada) e 
K < 0 e uma constante. 

Se iluminarmos agora o holograma com a onda de referenda, a amplitude 
complexa transmitida v(x'), pela dcfinicao de T . e a onda incidente multiplicada 
por 7 . Igiiorando o lerino constante 7, resulta emao que v (x') e dado pur 


X 


2 2 
v O + V R 



(j K (s')- 1 ?* ( x ')l + e ~'K CO] 


oa seja. 


v 





e '‘ ?*(*') + 




J Vo O') 


"o (*') 






e -‘Vo(*) . (*') 


(4.105) 


O primeiro tcrmo, que se propaga na diregao da onda de referenda, corresponds 
a m = 0 na (4.99). O segundo e a reconstruct) da onda objeto (m = 1) no piano Z 
e portanto, pelo Princfpio de Huygens-FresneL dai por diante. O fator I v/? I nao 
afeta a reconstruct, porque usualmente I vr I 2 e praticamente constante sobre o 
holograma. Finalmente. o terceiro termo, que corresponde a m = — 1 na (4.99), se 
propaga em outra direcao e nao interfere no processo. E proporcional ao complexo 
conjugado da onda objeto (dai o nome de ’‘onda conjugada”). Produz uma “ima- 
gem pseudoscopica” do objeto. 
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PROBLEMAS 


1. Uma onda plana monocromatica incide perpendicularmente sobre um an- 
teparo opaco com uma beirada reliifnea, projetando a sua sombra sobre outro an- 
teparo, paralelo ao primeiro, e situado dentro da regiao de Fresnel. Demonstre que 
a intensidade difratada, num ponto situado exatamente no limit e da sombra geome- 
trica da beirada, e igual a /<>/4, onde J 0 ea intensidade incidente (nao-obstrufda). 

2. Uma abertura circular de diametro igual a 3,1 mm num anteparo opaco e 
iluminada perpendicularmente por uma onda plana monocromatica. Num outro an- 
teparo paralelo ao primeiro. a uma distancia de lm, o centro da figura de difragao 
6 escuro. Afastando-se gradualmente o anteparo de observacao, o centro torna-se 
brilhante, depois escurece de novo e se ilumina mais uma vez, permanecendo bri- 
lhante dai em diante, por mais que se afaste o anteparo de observacao. Qual o 
comprimento de onda da luz? 



3. A con st ruga o sobre um piano X 
das zonas de Fresnel pode ser 
estendida a uma onda incidente es- 
f erica, provenience de um ponto 
fonte F (fig.). Nesse caso, o polo O 
se obtem unindo o ponto de obser- 
vacao P a fonte puntiformc F e to- 
mando a interseccao com X , e as 
zonas de Fresnel sao definidas pe- 
las condicoes (fig.): 


F P. + P. P = R + R' + - 
1 1 2 


FP 2 + P 2 P = R + R' + X. ... 

Os raios das zonas sao pi = OPupz = OP 2 , — Uma lente de Fresnel se 
define da mesma forma que para uma onda incidente plana. Demonstre que o raio 
da 71-esima zona dc Fresnel e dado por 
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P„ = -JnXf (n = 1,2,3, ...) 

onde 


1 - 1 ^ _L 

/ ~ R ‘ R' 


formula analoga a dc uma lente. em que R' e a distancia objcio ei? a distancia 
imagem. Verifique que, no caso limite de uma onda plana, o resultado se reduz ao 
anterior. 

4. Considere a funcao /(X) - seif X/X 2 (figura de difracao de uma fenda). 
Mostre que os maximos secundarios sao raizes da equacao tgX„ = X n e procure 
determinar seus valores. bcm como os de/(X, f ). para n - 1, 2. 3, usando metodos 
gr£fico$ ou numericos (calculadora). 

5. Um feixe paralelo de laser de argonio ( X = 4. 880 A), colimado por um 
diafragma de 1 mm de raio, e dirigido para a Lua. Calcule um limite inferior para 
o raio do feixe ao atingir a Lua e compare o resultado com o raio da Lua. 

6. (a) O telescopio refrator do observatorio Yerkes tem uma objetiva coni 1 m 
de raio. De qne ordem de grandeza e a menor separacao entre dois objetos na Lua 
que podem ser resolvidos com esse telescopio? (b) A objetiva do telescopio refletor 
do Monte Palomar tem 5m de diametro. Para observacao corn um filtro azul 
(a = 4.000 A), qual e a menor separacao angular entre duas cstrclas que pode ser 
deteiada? 

7. interprete geomefcricamente, em termos da representacao dos numcros com- 
plexos por vctorcs no piano complexo, a condicao para que se tenha o primeiro 
zero, apds um m&ximo principal, do fator de interferencia 

F = 1 + e~‘ A + ( e -' A ) 2 + ... + 


8. Demonstre que, para qualqner rede de difracao, na incidencia perpendicu- 
lar. o vermelho do espectro de 2. a ordem se superpoe ao violeta do espectro dc 3. a 
ordem. 
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9. Numa rede de difracao. o espacamento entre as fendas e igual ao dobro da 
largura de cada fenda. Mostre que todos os mdximos principals de ordern par estao 
ausent.es. 

10. Uma linha espectral dc comprimento de onda a = 4.750 A e na realidade 
um dubleto, de separagao 0,043 A. (a) Qual 6 o menor numero de linhas que uma 
rede de difracao precisa ter para separar esse dubleto no espectro de 2. a ordem? (b) 
Se a rede tem 10 cm de comprimento, em que direcao 0 sera observada a linha 
nesse espectro? Qual sera a separagao angular 8 0 entre as duas componentes? 

11. Seja 8 CO a diferenca entre as freqiiencias angulares de duas raias espec- 
trais que esiao no limite do poder separador de uma icdc dc difiacao, e 8 / a difer- 
enca entre os tempos de percurso de dois raios difratados pelas extremidades da 
rede na direcao de observacao dessas ratas. Demonstre que 8 co 8 1 ~ 2 k. 

12. Por um defeito de fabricagao, as fendas 1,4, 7, ...(3 A- + 1) de uma rede 
com (3 N + 1) fendas ficam tapadas. (a) Calcule o fat or de interferencia para a 
intensidade dessa rede defeituosa. (b) Mostre que, entre cada par de mSximos prin- 
cipals da rede perfeita, aparecem dois novos maximos da rede defeituosa, igual- 
mente espacados e de intensidade 4 vezes menor que os m&ximos principals. 

13. Uma pessoa olha atraves de uma cortina de gaze para uma lampada de 
sddio ( X — 5. 890 A) situada a 10m de distancia. e ve uma rede aproximadamente 
quadrada de pontos brilh antes, com espacamentos de 5 cm em ambas as diregoes. 
Quantos fios por cm tem a trama da gaze? 

14 Conforms a See. 4.12, F,q. (4.95). a amplitude transmilida por um holo- 
grama de onda plana e proporcional a cos 2 (k sen Qx r ). Mostre que, para uma rede 
de difragao com esse perfil de “fendas”, so se formam os maximos principais 
m = 0, ±1, para a onda incidente de referenda, conforme foi afirmado apos a 
(4.99). 
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POLARIZACAO 


5.1 isg&sacees d@ Maxwell num mei© transparent® 

Na expressao de Newton “urn raio de luz tern I ados”, ou seja ? propriedades 
distintas em diferentes direcoes transversals a direcao de propagacao. Para estudar 
essas propriedades de polarizagao , nao podemos mais tratar as ondas de luz como 
escalares: temos de reconhecer seu carater transversal , retomando a teoria eletro- 
magnetica da luz (Fis.Bas. 3, Cap. 12). 

Vamos discutir a propagacao de ondas eletromagneticas em meios transparen- 
tes, que tern de ser isolantes, porque num condutor a energia eletromagnetica c 
absorvida pelo efeito Joule (por isto os meiais sao opacos). A propagacao e tratada 
na ausencia de fontes de luz: nao ha cargas nem correntes livres (nem correntes 
ohmicas). 

Assim, o ponto de partida sao as equacdes de Maxwell num meio dieletrico 
(Fis.Bds. 3. Cap. 12). com p = j = 0. 


(T) rotB = ji 0 


a i) 

d t 


(n) = 

j 

I 

(in) divD = 0 

I 

] 

| (IV) div B = 0 


(5.1) 



(5.2) 
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onde 


D=£ 0 E+P = K6 0 E 


e o vetor deslocamento ( P = densidade de polarizac&o) e k d a constante dieletrica 
do meio (k = 1 no vacuo). 

Vimos {Fis.Bds. 3, Cap. 12), ao procurar solu^oes que so depende/n de 
urna coordenada (tomada como z) e do tempo t , que, para um vetor 
V = Vx(z>t)x + Vy ( z , t ) y, tem-se 


/ \ 3 V d v, 


o que da 


rot rotv = 


a 2 v v . a 2 v _ 

-*r - mi 


3r 


x - 


1 J 


para 


V = (v t , V, , o) (5.3) 


Logo, a (II) da [sendo E- = 0 (transversalidade)] 


rot rot E = 


cl 2 E r , a 2 E, 


dz 2 * 3 r y 3r 


(rot B) - 


3 2 D 

= = “ K e o Mo 


' d 2 E . 3 ' 

— ^-x + 

at 2 dt 2 • 


on seja, E x e E y satisfazem a equacdo de ondas 


3 2 / 1 3 ; / _ n 

3 s 2 v 2 3 r 


(5.4) 


onde, agora. 


v - 




Ho VK 


(5.5) 
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3 -ciiayCS: 02 Vicxvval R»_im meio uef.spdrcntc 

A mesma equaqao e encontrada para B x e B v . 

Sabemos, porem. que, num meio transparent© de indice de refracdo iu a velo- 
cidade da luz e 


v = 


c 

n 


Comparando com a (5.5), obtemos a RELACAO de MAXWELL 


(5.6) 


n = \'k (5.7) 


ou seja. u indice de refracdo de um meio transparente e igual a rail, quadmda de 
sua constants dieletrica. Esse e am resultado tfpico da teoria eletromagnetica da 
lnz, relacionando urna constante otica de um meio material (n) com uma constante 
eletromagnetica ( K ). 

Entretanto, para testar o acordo com a experiencia. e essencial lembrar que existe 
dispersdo: o indice de retracao de um meio varia com a frequencia, e o mesmo 
acontece com K: a comparacao tern de ser feita a mesma frequencia CO . 

Para muitas substancias, n e k nao variam apreciavelmente aie que co chegue 
a regiao do infravermelho distante ( X ~ 300 um ) , de modo que podemos testar a 
(5.7) tomando n nesta regiao e o valor estatico de k: 


Substancia 

2 

*1300 jim 

ic (estatico) 

K Cl 

4,8 

4,75 

K Br 

5,1 

4,66 

NH4 Cl 

6.8 

6.85 

razoavelmente bom acordo 

nesses casos. 

persivos 9 ate no 

visivel (iuz amarela): 

Substancia n 

(amarelo) 

k (estatico) 

Ar 

1,000294 

1.000295 

H 2 

1,000138 

1,000132 

CO 

1.000346 

1,000345 
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Ja para substancias mais fortemente dispersivas, as discrepancias entre n l (luz 
amarela) e k: (estatico) podem ser grandes. Para a agua, n (luz amarela) ~ 1,33 e 
\ K (estatico) « 9. Por outro iado. para comprimentos de onda X > lm, o mdice 
de refracao da agua e 9 . 


S.2 Veto? de Peynfin§ reai e complex© 


No interior de um dieleirico, como vimos (Ffs.Bas. 3, Cap.5), a densidade de 
energia eletrica aumenta por um fator k, de forma que a densidade total de energia 
eletromagnetica e dada por 


U = * kc 0 e; 


1 B : 

2 jx n 


1 D : ___ 1 B : 

2 K£„ ' 2 Ho 


(5.8) 


o que da. usando as equacGes de Maxwell (5.1), 


dll 

di 


1) 91) B 9K 

K£ 0 dt Ji 0 9? 


F B 

— - rot B rot E 

“o Ho 

v J 

x 

= — c!i v f — xb! 

Uo ) 


ou seja, como no caso do vacuo (Fis. Bds. 3, Cap.l 1), 

div S + - 0 (5.9) 

O t 

e a expressao local da conservacao da energia, e 

j S = — E x B VETOR de POYNT1NG (REAL) (5.10) 

M-o 

continua representando a densidade de corrente de energia. 

Ainda para uma soluijao das equacdes de Maxwell do tipo onda plana na di- 
recdo z, 


E — E x {z. - v t)i , B = w)y (5.11) 


com £ = z. — vt , as equacoes de Maxwell (I) e (IT) dao 



5.2 Veror de Periling reo! e complete 
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= -K = Ro K ^o 


3 E x 

T t 






dB, 

~dT ~ v s> 



ou seja, 


B = - z x E v = - 


V 


n 


(5.12) 


que generalize o result ado obtido para o vacuo. 

Para Lima onda plana que se propaga numa dirccao u qualquer, 


B = - u x E = tJk e 0 ll 0 ii x E 


(5.13) 


o que da 


IK, - — — = - k e n E 2 = LU 


* 2 p 0 2 " 


(5.14) 


ou seja. continua valendo que. numa onda eletro m ag neti ca plana, as densidad.es de 
energia eletrica e magnetic a sdo iguais. 

A (5.10) da tambem, usando a (5.13). 


S = 




E x (u x E) 


K -^ E 2 « = 


Ho 


a/kBo |i, 


11 


on, finalmente. 


$ = vU u 


(5.15) 


analogo de j = p v: Sea densidade de corrente de energia, e L r e a densidade de 
energia, que se propaga com velocidade v — vu. 

Ondas mo no aromatic as 

Em notagao complexa, iima onda monocromatica e da forma 
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i E (r , ?) = Re E(r)e -, “' 


B (r . ?) = Re B (r) e~ iai 

L 


(5.16) 


e jd vimos (Ffs.Bds. 2, Cap. 3) que podemos trabalhar diretamente com as grandezas 
complexas e tomar Re so no fim, enquanto usamos so operacoes lineares. Mas isso 
nao vale para o produto de dois numeros complexos A c B, porque 


Re (A B^ ^ Re A Re B 


(5.17) 


Por conseguinte, e preciso tomar cuidado ao calcular expressoes quadraticas. 
como as densidades de energia, ou produtos, como o vetor de Pointing. Na regiao 
do vislvel, porem, (0 ~ 10 l2, s e nao podemos seguir a variacao instantanea extre- 
mamente rapida destas grandezas; os detetores registram so seus valores medios 
temporals sobrc um grande nfimero de oscilacoes, que podem ser expressos de for- 
ma simples na notacao complexa. 

Para ver isto, calcuiemos 


/ ( 



ae 


—I (!) / 


Re i be 


-l (!) i 


onde a e b sSo dois numeros complexos independences do tempo, e 


{/(<)) = ^7 /(*)<*'■ T"— (5.18) 

-'(1 

e a media temporal dcf(t) sobre n perfodos. Temos 
Re (a Re (& e _ ' w! ) = 1 (a + a 

x | (b" e'' 01 + b e- f “')= 1 (ab + ab” + ab” e 2,( *' 4- abe~ 2i0 “) 


Mas 



' 2 Vaior ce Poynting :sc\ e camplzxo "1 43 


- 9 


, h*nT 

“*') = — f e ±lia, dt = 

' n T J 


.±2 


f ±4i«it 

;( 0 f 0 j ■ . 

1 ±2itoa 7 




?o 


e ±2ia > \ 


- 1 


= 0 


de forma, que finalmente, 


Re (ae Re (be l ® r j - — (a*b tai? s j= — Re (a 


(5.19) 


Em particular, os valores medios temporais das densidades de energia eletrica 
e magnetica associadas as (5.16) sao 


M r - t)) = ^ K £ 0 IE] 2 


U M (r , t)) = -±-\B 


4 JJ-o 


e, para o vetor de Poynting, obtemos 


1 


S) = ( — Ex B = Re S'" 

\V-o / 


onde 


S ' = E X B 
2 l^o 


chama se o vetor de Poynting complexo. 

Para uma onda plana na diregao ts. a (5.15) da 


(5.20) 


(5.21) 


(5.22) 


S + = — - — E x (a xE ) 

2fr 0 v V f 2 V (t 0 


1 ,K£ H |E| 2 u 


ou ainda [cf.(5.15) e (5.20)] 


1 


(S) = S = v (U} u = v • y k £ 0 |E] u 


(5.23) 


A intensidade I da onda eletromagnetica e 
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1 = ( s )' n = v (^ 7 } = yKe c v|E| 2 ; 


(5.24) 


ou seja, e proporcional a I EJ’ ; vemos que E represents a “funcao de onda" veto- 
rial assoc iada a luz. 

5.3 Ondai planes sMenocromdticas. PoB^risgfdo 

A onda plana mais geral possxvel que se propaga na direcao z e da forma 


£, = f(z-vt) 
E y ~ 8 (Z ~ Vt) 


(5.25) 


onde/ e g sao fungoes arbitrarias. O campo B correspondente e dado pela (5.12): 


ou seja: 


~ 2 x (M + E r y) = 7, (t e j * + £ v y) 


! B,. = — — § (z - vt) 


B y =-f(z-vt) 


(5.26) 


Para uma onda plana monocromatica de frcquencia angular ox a dependcncia 
do tempo (em notacao complexa) deve ser da forma exp (-i Of) ; logo, como 
£-v/ = -v(/-i), a dependencia de z e da forma exp( ikz ), onde 


G) _ CO _ 

& ~ — £ n = numero de onda reduzido (no vacuo) f5.2/j 

vc i 


Logo, a onda plana monocromatica mais geral possivel que se propaga na di- 
recao u = z e dada por 


i E r = ae’ h ' - = vB 


E„ = be 5 ' ■ = -vB, 


(5.28) 
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onde a e b ( > 0 ) sao as amplitudes reals das duas componentes transversals e 
(S v . 5y ) as respectivas constcintes de fas e. Sem restricao de generalidade (por esco- 
lha adequada da origem de t oil de z), podemos tomar 5* = 0 . Passando para a 
notacao real, teremos entao 


onde 


E x - acos<£> 


E v = b cos (<P + 6) 



s = S, - 5, ; 


(5.29) 


(5.30) 


e a dferenca de fas e entre as duas componentes. 

Consideremos um piano fixo , p. ex., z = 0. Nesse piano, o vetor E varia com 
o tempo (<& = - ©t). e sue extremidade descreve uma curva. Que curva e? Suas 
cquacoes parametricas (5.29) mostram que I E x I < a , I E y I < b, de modo que a 
curva esta inscrita num retangulo de lados 2 a e 2b. H a “curva de Lissajous” asso- 
ciada a composicao de duas oscilacdes em direcoes perpendiculares com defasagem 
8 , ja estudada no curso anterior (FTs. Bds. 2. Sec. 3.5). 

Para obter a equacao da curva. basta eliminar entre as (5.29): 



cos (<E> -p 8) = cos O cos 5 - sen <E> sen 8 



a 


- COS<P 


sen <£ - ±Jl - 






— cos 8 
a 





2 

(V 


(e.' 

* (eA 

=> 

l b ; 

— 2 

it 


a J 

cos 8 -m — 
y a ) 



cos 2 8 — sen 2 8 
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o que da finalmente, 


(eP 

J E P 


f E N 

_ (e^ 

2 


-2 M- 


X 

cos 5 + — 

= sen - 5 

v. h > 

1 b , 


\ a J 




(5.31) 


curva do 2.° grau que, por estar inscrita num retangulo, so pode ser uma elipse 
(podendo degenerar num circulo ou segmento de reta). 

Logo, a curva descrita pela extremidade de E num piano fixo e uma el ipse. 
Decorre das (5.28) que R tambem descreve uma elipse, mantendo-se sempre _L E. 
A onda plana monocromdtica mats geral possivel e elipticamente polarizada. 

A forma da elipse depende da detasagem d . Vejamos primeiro casos particu- 
lars. 


Corresponde a 


(i) Luz linearmente polarizada 


5 = n % (n = 0 , ± 1 , ± 2 , . . .) 


(5.32) 


o que da, na (5.31), 


ou seja, 


V h J 


2 (- 1)'" 1 



f~] + 

r E,Z 

v b j 

V a J 

\ a J 


= 0 


n par 


n impar 



' Ey 

E ^ 

2 


< 

— 

? 

= 0 

• 


1 b 

a , 




\ 

j 




% E x ' 

+ — 


v 


a 


= 0 



(5.33) 
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Fig. 5.1 Poiariza$ao linear 

de polarizacao. Em particular, se b - 0 ou 
zacao ortogonais (independentes) .* e y. 


As duas situagoes estao representadas 
na fig. 5.1. Como E permanece sem- 
pre numa mesma direcao (idem para 
B), diz-se que a onda 6 lineannente 
polarizada. Convenciona-se chamar o 
piano (E, u) de piano de vibracdo , e o 
piano perpendicular (B, u). de piano 
a - 0, temos as duas diregoes de polari- 



(ii) Lnz circulanneme polarizada 

Para que a (5.31) se reduza a equacao de um circulo. duas condigoes devem 
ser satisfeitas: 


a = b e 8 = siK + — (n = 0 ,±1,± 2 ,...) 

2 


(5.34) 


As (5.29) reduzem-se entao as equacoes parametricas de um circulo: 


E : = a cos <J> , E y - a cos <$> + ni t 


71 


= C-iT +1 (5 - 35) 


ou ainda, como <J> = — or, 


(5.36) 


A diferenca entre n par e n fmpar esta no sentido de percurso do circulo (fig. 
5.2). A extremidade de E tambem pode ser representada no piano complexo por 
Ex + i Ey '. 


E x = a cos (co t), E v — (-1)" a sen (co r) 


n par ^E x + i E.. = ae 1 ® 1 
(anti-horario) 


n impar ^E x + i E y = a e 1 
(horario) 


(5.37) 
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Fig. 5.2 Polarizagao circular 

Voltando a notapao complcxa, as (5.35) se escrevem: 


E x = ae i<p ,E y = ae 


J tP + ttX-r 


11 ' „ J ti X t<l> ( Y' • i<P 

= iae e = (— j lae 


de modo que 


Sejam 


Entao. 


E = E x x + E y y = a e l ° (x ± ? y) + (n par) 

- (n impar) 

(<$ = k z - co t) 


\^ + = 7T^ + i ^ ’ 


Como 


*o ^ 

E, = c e £ , = luz circularmente polarizada esquerda 

. . /V 

E_ = ae' £_ - luz circularmente polarizada direita 



(5.38) 


(5.39) 


(5.40) 


(5-41) 


a (5.38) pode ser reescrita: 




5 A rvjvidsde Olicd ftftlurel 


149 



mostrando que uma onda plana monocromdtica arbitraria pode ser representada 
como superposicdo de uma onda circularmente polarizada direita com uma onda 
circularmente polarizada esquerda. 


(iii) Luz elipticamente polarizada 

Voltando agora ao caso geral, vemos pela (5.33) que os eixos da elipse so 
coincidem com os eixos x e y quando 5 = n tz + ^ ; em outras situacoes. estao 
inclinados. Por argumentos de continuidade e analogia com poiarizac&o linear 
e circular, obtemos as seguintes representacoes graficas (fig. 5.3) com a va- 
riacao de S: 

D 



Fig. 5.3 Polarizacao eliptica 


5*4 Ativi^sde natural 

Existem substancias transparentes que tem indices de refracao diferentes para 
luz circularmente polarizada esquerda c direita. Isso se deve em aeral a uma estru- 


tura assimetrica das moleculas, que tem 
giado dc rota^ao cm torno dc um cixo. 
esquerda). Um exemplo 6 uma soluc^o 
origem organica). 


Ef/x 



“helicidade”, ou seja, um sentido privile- 
como um parafuso dc rosea direita (ou 
de acticar de cana (mais geralmente. de 

Vejamos o que acontece quando uma 
onda plana monocromatica linearmente 
polarizada incide sobre um tal meio (fig. 
5.4) e atravessa uma espessura d dele. 
Omitindo o fator e~ !0)r , a onda incidenle 
e da forma 


Fig. 5.4 Alravessamento de meio oticamente alivo 
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E 0 =E 0 e il °=x (z. < 0) 


e tomamos a origem na face de entrada, onde 


(5.43) 


E„ = E a x (2 = 0) 


(5-44) 


(desprezaremos a reflexao). 

Pela (5.42), podemos decompor essa onda em uma onda circularmente polari- 
zada esquerda e outra direita: 




(5.45) 


Os fatores de propaga?ao das duas ondas dentro do meio sao diferentes: 


(r>o) 


(5.46) 


onde 


K = n - k o • k = « k o \ 


(5.47) 


e n+ ( n- ) 60 fndice de refra^ao para polarizacao circular esquerda (direita). Seja 

(5.48) 


1 


11 = - (#i + + n ) 


o indice de refracao medio, e 


: 5n = ur - n 


a diferenca entre os indices. Temos entao 


(5.49) 


- 1 s _ 1 s 

n, = n ■{ — 6 n , n = n — 6 n 

+ 2 2 


(5.50) 


e a (5.46) se escrcvc 
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ou seja, 


j .4 Ati/idade o:ica natural 


eM = 




■J 2 


T Snk 0 z 


e- 


~5nk 0 z 

+ e 2 




-4(^v) / 

V'2 / 


E(0 = 


77 


5 « A*o ; 


5 /? kn z 


+ € 


1 

27 


i 

'\ 


— 5/i z 

■ — 5 n k ( . z 


e 1 

— e 1 

y 

V 

j 

. 


Final mente, apos atravessar urn a espessura d, 


E (d) = E 0 e 


! v Af, ii 


COS 


5 n 


k\) d 


( 8 n 

x-seni— k 0 d y 


(5.51 



qus, pel a (5.33), e uma onda linearmente 
polarizada numa direcao (fig. 5.5) for- 
mando um angulo 0 com Ox, onde 


tg 0 = -tg 


8 n 


K d 


0 = - — ( pn)k 0 d 
2 


Fig fj F> RntaAan dn plann Ha pol3ri7ar.5o 


(5.52) 


quando a polarizacSo initial (5.44) era x. 

Logo, uma substancia oticamente ativa produz uma rotacao do piano de po 
larizacdo de luz linearmente polarizada ineidente sobre ela, e o angulo de rotacao 
e proporcional a espessura do meio atravessada e a diferenca 5 t? entre os indices 
n± e y- . Se ;z+ > ii— , a rotacao e para a direita (semi do horario), e a substancia se 
diz dextrogira ; se n+ < n~ . 6 levdgira. 

O acucar de cana ou belerraba e dextrogiro, e e este agucar natural que e 
metabolizado pelos seres vivos; o acucar levogiro (produzido em laboratorio) nao e 
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metabolizado. Nao se sabe se a orisem dessa assimetria biolosica e urn acidente 
ligado com alguma assimetria do ambiente em que a vida se originou. Todos os 
aminoacidos sao levogiros. 

Aplicacao a industria do acucar: m e n_ sao proporcionais a concentracdo da 
solucao, de forma que a medida de 0 e utilizada em sacanmetros para determinar 
essa concentracao. 

5.5 Condifees de eontorno 

Para tratar o problema da reflexao e refracao, precisamos saber o que acontece 
com o campo eletromagnetico na interface entre dois meios de propriedades mate- 
rials diferentes. Embora idealizemos essa interface como uma superffcie de descon- 
tinuidade, o que ocorre de fato e que a transigao de um meio ao outro se da atraves 
de uma regiao que cobre varias camadas atomicas; a espessura h desta regiao e 
porem muito pequena em confronto com os comprimentos de onda tfpicos no visivel. 

Assim, embora os operadores div e rot nao possam ser aplicados a uma funcao 
descontinua (derivadas parciais na direcao normal a camada divergem), podemos 
ver o que acontece com as equacoes de Maxwell aplicando-as. em sua forma inte- 
gral, a camada de transigao, e passando ao limite h 0. A discussao abaixo e 
analoga a que se encontra em Fis.Bds. 3, Sec. 5.7. 

Seja P um ponto interne a camada e v um 
vetor que pode represemar um qualquer 
dos campos eletromagneticos. Aplique- 
mos o teorema da divergencia a um volu- 
me cilindrico (fig. 5.6) centrado em P, 
com bases de area AS nos dois meios e 
altura h , onde faremos h — > 0 , de modo 
que o fluxo atraves da superlicie lateral 
do cilindro ser£ desprezfvel em confronto 
com o fluxo atraves das bases. Se e o 
versor da normal a AS orientado do 
meio 1 para o meio 2 (fig. 5.6). obtemos 
entao: 

jy ■ nd S = AS v 2 * n 12 - A S v, ■ n 12 = J div v d V 

s v 


Meio 2 


i / 


• 


h 

j 

s' 

• 

SSSs . P, 





Meio 1 ^ 

s- 



Fig. 5.6 Calculo da divergencia superficial 


= div y A V = div v AS h 



~ . 5 Londcoss de concern© 
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onde h 6 infinitesimo de ordem superior a A S. Logo. 


lim ( h div v) = n 12 - (v 2 - v,) = Div v (5.53) 



Fig. 57 Calculo do rotational superficial 


onde Div v e chamado de divergencia su- 
perficial do vetor v. Vemos que mede a 
descontinuidade na component e normal 
de v (diferenca entre as componentes de 
v normais a interface nos dois meios). 
Analogamente, seja T urn circuito orien- 
tado retangular, de altura h e base A l (Ji 
infinitesimo de ordem superior a A/), cen- 
trado em P e apoiado entre os dois meios 
(fig. 5.7), e apliquemos o teorema de 
Stokes a circulacao de v ao longo de r, 
desprezando a contribuicao dos lados de 
altura h: 


| v • d / 
r 


v, • t A l - v, ■ t A l 


-i 


rot v * N d Z = rot v • N A l h 


(5.54) 


ai 


onde t e o versor da tangente a F no meio 2e^eo versor da normal a area A £ 
interna a T. Vemos pela fig. 5.7 que 


de mode que a (5.54) fica 


t = N X n n 


(5.55) 


lim (h rotv)- N = (v 2 - v,)- (n x n ]2 ) = [n 12 x (v 2 - v,)]- N (5 56) 


Como a oriental ao de $ num piano paralelo a interface e arbitraria, conclufmos que' 


lim ( h rot v) = fi ]2 x (v 2 - v, ) = Rot v 


(5.57) 


* Scndo sempre N • nn = 0, poderia haver, cm prinefpio, uma componeme de h roi v // fto - Entrctamo. isso 
nao acontece, porqtie uma tal componente, tomando z // n\ 2> seria 



b V. 

VJ 


que 0 com h, porque as dcrivadas de v em direedes tangenciais a interface pernianecem finitas. 
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onde Rot v e o rotacional superficial de v, e mede a descontinuidade na compo- 
nente tangencial de v. 

Se multi plicarmos, nas equacoes de Maxwell (5.1), os dois membros das (II) e 
(IV) por K fazendo h -> 0 e notando que derivadas era relacao ao tempo, como 
3H/ dt , permanecem finitas, obtemos 


(II') n 12 x (E 2 - E,)= 0 

(IV') n 12 (B 2 -Bj)= 0 


(5.58) 


que sao condigdes de contorno gerais para o campo eletromagnetico [porque as 
eqs. (II) e (IV) valem scmprc]: 

A comp orient e tang end al de E e a componente normal de B sao sempre con - 
tinuas na interface entre dois meios dife rentes. 

As (I) e (Til) das (5.1), validas para meios transparentes, com p = j = 0, mos- 
tram que, nesie caso , a componente tangencial de B tambdm permanece contfnua. 



(5.58a) 


de forma que B 2 = Bj, e a componente normal de D = kzqE tambem e contfnua. 




Consideremos uma onda plana monocro- 
matica (omitimos o fator e ~ ,<at ) inciden- 
te sobre a interface plana entre dois meios 
transparentes de Indices de refragao n\ e 
*2 (fig- 5.8): 

Os verso res das direcoes dc propaga- 
gao das ondas incidente, refletida e refra- 
tada sao respectivamente (fig, 5.8): 

Uj = sen 0, x - cosBj y 

| a; = sen 0, x + cos 65 y ( 5 . 59 ) 

i I 

1 1 

u 2 = sen 0 2 x - cos 0 2 y j 


Fig. 5.8 Reflexao e refracao 
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onde (x, y) e o piano de incidencia e v = 0 a interface. Os fatores de propagacao 
sao, respectivamente. 


exp (/ (p, ) = exp (/ /7, k 0 u s • x) , exp (/' (p[) = exp (i n x k 0 • x) 
exp (z <p 2 ) = exp (i n 2 k 0 u, • x) 


(5.60) 


o que da, pelas (5.59), 


exp (i cp 5 ) = exp / n x k 0 sen 0, — y cos 0, j j 
exp (i (pQ = exp in { k 0 { x sen 0, + y cos 9j j 
exp (i <p 2 ) = exp in 2 k t} sen 0 2 - y cos0 2 j 


(5.61) 


Os campos podem sempre ser representados como superposicocs de duas po- 
larizacoes lineares pcrpendiculares. E conveniente escolher uma delas como per- 
pendicular ao piano de incidencia , ou seja, // O z no sisiema de eixos escolhido, 
e a oiitra paralela ao piano de incidencia. Vamos representar as amplitudes de 
componentes _L por A e a-s // por B. 

Com o auxflio da fig. 5.8, obtcm-sc as direcoes das componentes // de E. Os 
campos totais Ei e Ei nos dois meios sao entSo: 


E, = (A; e lt?] + A[ e 1 ™ 1 -i- B , e (x cos©* 4- y sen 0,) 

i- B[ e l ° l (—a cusd, i- y sen0 2 ) (5.62) 

E 2 — A 2 e ! °' z + B 7 e l (x cos 0 2 + v sen0 3 ) 


Os campos magneticos correspondentes resultam da (5.13) 


B, = - jfi, x z A, ifijxi A{ e'®' + (b, e io ' + B[ e ;t?: )z] j 
I 


B 2 = — ( u 2 x z A 2 e il * 2 + B 2 e ,i9 ~ z) 


(5.63) 
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onde as componentes _L estao na direcao z (fig. 5.8). 

As condicoes de contorno (5.58), onde ni 2 = — y, dao (lembrando que 
B, - B 2 na interface, neste caso) 


V X E.L, = y X Ea| 


y x B,U = y x b 2 [ 


Pelas (5.61) e pelas leis da reflexao e da refracao, temos 


(5.64) 


e *<Pl _ e '<Pl = e l( f>2 


(5.65) 


de- forma que esse fator comum pode ser cancelado. De fato, a deducao das leis 
pela teoria ondulatoria, vista na Sec. 2.2, equivale a dizer que a componente tan- 
gencicd do vetor de otida k se conserva, o que leva as (5.65). 

As (5.62) e (5.64) dao entao: 


Pelas (5.59), 


a x + a; = a 2 


(5j - B() cosQj = B 2 cos0 2 


u, x z - - cOvS 0, x — sen 0 X y 


(5.66) 


u| x z - + cos 6j x - sen 0 X y 


(5.67) 


u 2 x z = - cos 0 2 x - sen 0 2 y 


de forma que as (5.63) e (5.64) dao 


2 (B l + B[) = - b 2 

Vl V 2 

\ 

j ’ 

— (A, - A() cos0j = “A2 cos0 2 


(5.68) 




5 6 Re s<3o z relra c3o. ~6rndas ce F«esne; 
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Vemos que as (5.66) e (5.68) se separam em dois grupos independenLes, um 
contendo so as amplitudes A e outro so para as amplitudes B. B por essa razao que 
o uso de polarizacoes lineares // e i ao piano de incidencia e o mais conveniente. 


Dadas as amplitudes A i e B\ do campo eletrico da onda incidence, interessa- 
nos obter: 



A[ 

A, 



K 


amplitudes de reflexao 



5-^ 
B , 


amplitudes de transmissao 


(5.69) 


o que pode ser feito, porque temos, para cada par destas grandezas, um sistema de 
duas equacoes a duas incognitas. Lembrando que [cf.(2.7)] v\/vi = /7. l2 = n (vamos 
omitir o indice 12), as (5.66) e (5.68) dao: 


e 


A, 4- A[ = A 2 


A, 



cos G 2 
COS0, 




(5.65) 


B . 4 B = n B 2 


B x - B[ — n 


cos0 2 
cos 0, 



(5.66) 


As amplitudes de reflexao e de transmissao obtem-se facilmente resol vendo essas 
equacoes. Comhinando os resultados com a lei de Snell, obtem-se (Probl. 5.10) 


e 


sen (9, - 0 2 ) 
sen (0, + 0 2 ) 


(5.67) 


_ <g(e, -e 3 ) 
' tg(e, +e 2 ) 


(5.68) 
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que sao as formulas de Fresnel para as amplitudes de reflexao. Obtem-se resultados 
analogos para as amplitudes de transmissao. 

Os resultados se simplificairi para incidencia J. (0i = 9? = 0). Results 


R t = ^77 = -*± (0. = 0) (5.69) 


que na verdade e o mesmo rcsultado nos dois casos. Com efeito, para 0i = 0, o 
piano de incidencia nao e definido; a diferenca de sinal na (5.69) results so de ter 
adotado convencoes de orientacao opostas para E'\ n e E\± nestc caso (fig. 5.8). 
Como R\\ > 0 para n > 1 , isto implies que as direcoes de E{ c E\ sao opostas 
neste caso [defasagem de u, c f. (3.28)]. 


?or definigao, a reflet ividade 6 a fracao da intensidade incidente sobre ama 
determinada area da interface que se reflete (porcentagem dc reflexao). Lembrando 
a expressao da intensidade (5.24) e que as ondas incidente e refletida se propagam 
no mesmo meio e sao simetricas em relacao a normal, resulta que a refletividade r 
e dada por (em notacao complexa) 


(5.70) 

Em particular, para uma onda incidente linearmeme polarizada com polari- 
zagdo ± ou polarizacdo //, respectivamente, as formulas de Fresnel dao 

sen 7 (0* - 0 2 ) 

1 sen 2 (0, + 0 2 ) 

e, para incidencia _L [cf.(5.69)] 


r» = 


( 0 ! - 0 2 ) 


tg' 


(e, + e 2 ) ; 


(5.71) 



r, = r>> — 


n - 1 
n + 1 


(0. = o) 

I 

i 


(5.72) 


Vamos discutir o andamento de n e m em fun$ao do angulo de incidencia 
0i, supondo n > 1 (meio 2 mais refringente que 1). 


5.7 Rdlelividcc'e 
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Conforme ja foi antecipado na See. 2.4. a refletividade e em geral muito 
pequena na incidencia _L. A (5.72) mostra que e ~ ( 1 / 7 f ~ 2% para uma inter- 
face ar/agua ( n ~ 4/3). e e « (1/ 5 ) w - 4% para uma interface ar/vidro 
(n a 3/2). 

Por outro lado, para incidencia rasante ( 9i -» rc/2 ), as (5.71) mostram que 
r± e n i tendem a 1, ou seja. a luz tende a ser totalmente refletida (superffeie de 
um lago atuando como espelho em relacao a uma marge m distante). 

Que acontece entre esses dois limites? Pode-se mostrar (Probl. 5.15) que 


dr- / d Oj > 0 



\ 

/ 


(5.73) 


cresce monotonicamente entre seus valorem extremos. Para valores 
usuais (nao » 1 ) e preciso aproximar-se bastante da incidencia rasante para 


de modo que r± 
de n 

que a reflexao seja apreciavel. 



e, — - 

Fig. 5.9 Refletividades para uma interface ar/vidro 


Com efeito. a (5.71) mostra que existe um 
angulo de incidencia 0i = 0# para o qua! 
r\\ = 0. E aquele para o qual o denomina- 
dor — > ou seja, 0i + 0 2 = 7tV2, o que 

d&, usando a lei de Snell (cf. Probl. 2.1), 


tg 0 S = n (5.74) 

i 


Para 0 < 0i < 0«, rw decresce monotoni- 
camente; para 0| > G ff , cresce monotoni- 
camente para 1 (fig. 5.9). 


Que acontece se a luz incidente e linearmente polarizada numa direc&o intermc 
diaria entre 1 e // ? 




Fig. 5.10 Azimuts de incidencia 


Seja Ei o campo eletrico da onda incidente e a seu azimute. definido como o 
angulo que faz com sua projegao Em sobre o piano de incidencia. As componentes 
± e // de Ei sao dadas por (fig. 5.10) 


E, 


cos a 


E 


l-L 


= E. sen a 


(5.75) 


Logo, as componentes J_ c // da onda refletida sao 





|R n j E, cos a 






E, sen a 


e, como lE'i I 3 = lE'ml 2 + lE'ni 3 , a (5.70) da 


r = /j| cos 2 a + r ± sen 2 a : 


(5.76) 


S.S Poisss-Issif*!® p@E? r©Si©xa@ 

Para 9i = 9s, temos ru = 0. Logo, se, a onda incidente river polarizacao li- 
near // , nao ha onda refletida : toda a luz e transmitida. Se a onda incidente e 
linearmentc polarizada com azimute a qualquer, somente a componente Eij_ e 
refletida nesse angulo. Logo, nesse caso, a luz refletida e linearmente polarizada, 
com E '] perpendicular ao piano de incidencia. 
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5.5 ?-!5riioC£3 por xhxac 

Mais geralmente, isso aconiece qualquer que seja a polarizacSo (elfpiica) de 
uma onda incidente monocromatica. pois tambem podemos decompo-la em compo- 
nentes // e _L . E acontece tambem para luz natural, emitida por um corpo incan- 
descente, como a luz solar, p. ex. . 

Com efeilo. cada componeme monocromatica do espectro da luz solar pode 
ser decomposta em componentes //el.. Assim. se luz solar incide sobre uma pla- 
ca de vidro segundo um angulo 0j = 0a ~ 57° , a luz refletida e linearmente polari- 
zada. com E/_L ao piano de incidencia. 

Foi assiin que Malus descobriu a polarizacao por reflexao: estava observando, 
em Paris, a luz do sol poente refletida pelas janelas do palacio do Luxemburgo, 
atraves de um cristal sensivel a polarizacao. 

Para 0-, = 0/j 5 por definicao, 
0i + 02 = it/ 2. Isso equivale a dizer que 
o dngulo de polarizacao 9$ d aquele fin- 
gulo de incidencia para o qual, segundo 
as leis da reflexao e da refracdo , o raio 
refletida e perpendicular ao raio refrata- 
do (fig. 5.11). Este resultado, descoberto 
por David Brewster em 1815. chama-se 
lei de Brewster . 

Para luz natural, o vetor Ei da onda incidente, em cada instante t, pode ser 
decomposto em Em e Eu_. associados ao azimute instantaneo a(r). Entretanto, a 
variara rapidamente e ao acaso com o tempo: todos os valores de a. serao igual- 
mente provaveis, o que implica 



Fig. 5.11 A lei de Brewster 


^cos 7 aj = ^sen ' a) = 


(5.77) 


ondc ( • * * ) e a media temporal. A (5.76) da entao a reflet ividade para luz natural 

| r = 1 <5 + r ± ) ; (5.78) 

A curva correspondente esta representada em linha interrompida na fig. 5.9. 
Embora a luz incidente natural seja ndo- polarizada [cf.(5.77)J, isto nao e ver- 
dade para a luz refletida. Com efeito, na iuz refletida, teremos 
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r i\! E n 


i _ cos~ (e, -t Q : ) 

r L cos, 2 ( 0 , - 0 , ) 


(5.79) 


on de usamos as (5.71). 

A razao (5.79) so e - 1 para incidencia J_ (0i = 0) ou razante ( 9] — 7c/2). 
Entre esses dois extremos, coma se ve pela fig. 5.9. ela e < 1. ou seja. a luz 
refletida e parcialmente polarizada, com predommio da componente _L . O grau de 
polarizagao e definido por 


p = r -L 

r ± + h 


(5.80) 


com 0 < P < 1 . Para 0j = 0 ou 0j = n/ 2 , tem-se P = Ora luz refletida con- 
tinua sendo luz natural. Para 8] = 9* . e r n = 0 e P = 1: a luz refletida 6 total- 
niente polarizada. 



Fig. 5.12 Polariza^ao por reflexao 


Isso pode ser verificado experimentalmente fazendo com que a luz refletida 
por uma placa do material (p. ex., vidro) segundo o angulo G g incida sohre uma 
placa do mesmo material, situada de tal forma que a componente em rela^ao a 
l. a placa ( polcirizador ) passe a ser a componente E J! em rela^ao a 2. a (< analisador ). 
Para isso, basta que o 2.° piano de incidencia seja _L ao l.° (fig. 5.12). Se, alem disso, 



orientarmos a placa anaiisadora de tal forma que o angulo dc incidencia sobre cla 
tambem seja 0$, ado ha luz reflet ida pcla 2. a placa (fig. 5.12). 

Suponhamos agora que, sempre mantendo fixo o angulo de incidencia 0^ sobre 
o analisador. facamos que e!e gire (a normal n' ao piano do analisador na fig. 5.12 
permanecc sobre o cone de eixo sobre o raio e abertura 0^). O angulo (3 enire os 
dois pianos de incidencia deixa de ser n/2. Esse e tambem o angulo entre as 
normais ao dois pianos. Como E da onda incidente sobre o analisador e 1 ao 1 .° 
piano dc incidencia (fixo), p e tambem o angulo entre E e a normal ao 2.° piano de 
incidencia. o que implica (veja a fig. 5.10) 

a % 

P = 7-« (5.81) 

onde a e o azimute de incidencia sobre o analisador. 

Podemos entao aplicar a (5.76), onde r\\ = 0: 


reflelividade 

na 2 s reflexao 


r = r L sen 2 a = r ± 




(5.82) 


Essa relacao mostra como varia a intensidadc da luz refletida pelo analisador com 
o Angulo p. Ela e = 0 na situacao anterior [diz-se neste caso que o polarizador e o 
analisador estao com seus eixos cruzados (p - 7t/2)], c e maxima para p = 0 , 
quando os dois pianos de incidencia sao paralelos, de modo que o vetor E incidente 
e _L a ambos. Note que P e o angulo entre a diregao de vibracao da luz incidente 
sobre o analisador (direcao dc E) e a diregao para a qual a intensidadc e maxima 

(P = 0). 

A (5.82) e um caso particular da LEI de MALUS: a intensidade analisada 
varia proporcionalmente ao quadrado do coseno do angulo entre a direcao de vi- 
bracao da luz incidente sobre o analisador e a direccio para a qual a intensidade 
da luz analisada e maxima. 

O aparelho constitufdo pclo par dc placas de vidro chama-se polariscopio de 
Norrenberg. O polarizador iransforma luz natural em luz linearmente polarizada; o 
analisador permite detetar (analisar) a existencia de polarizagao. fazendo variar p. 
Polarizador e analisador funcionam como filtros de polarizacdo. 
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Uma placa de vidro nao e um polarizador muito eficiente. O grafico da fig. 5.9 
mostra que ~ 0,15 para 0j = 0*. Aplicando a (5.78). concluimos quc apenas 7,5% 
da intensidade incidente sobre o polarizador sao aproveitados. 

Outros metodos de polarizar e analisar a luz empregam a transmissao atraves 
de rneios anisotropicos . como os cristais, cujas propriedades variam com a dirc^ao 
relativamente a seas eixos de simetria. Em seu “Tratado sobre a Luz” (1690), Huy- 
gens ja discutia as propriedades oticas da calcita (conhecida naquela epoca como 
espato da Islandia), que pode ser empregada para produzir e analisar luz polarizada 
(prismas de Nicol). 

Edwin H. Land criou um material artificial, o Polaroid, capaz de absorver 
fortemente uma polarizacao linear preferencial, ao mesmo tempo que transmite, a 
polarizacao ortogorml a essa. Um material que absorve diferentemente duas polari- 
za^oe-s lineares ortogonais chama-se dicroico. O polaroide e um plastico consti- 
tuido de moldculas de um polfmero organico sintetico, o alcool polivimlico; sao 
moleculas muito longas. Laminas desse material sao estiradas numa diregao, pro- 
duzindo o alinhamento preferencial das moleculas; o dicroismo 6 reforcado pela 
adi£ao de iodo. Como a luz solar refletida e parcialmente polarizada [cf. (5.80)], os 
oeulos de Polaroid funcionam como oeulos de sol e atenuam a luz refletida. 

5.$ Hefiexss® Total 

Ate aqui, so discutimos o comportamento da refletividade para fndice de re- 
fragao relativo n > 1, quando o meio 2 e mais refringente que 1. 



(a) (b) 

Fig. 5.13 Reversibilidade dos raios 


Para ver o que acontece quando n < 1, notemos primeiro que, pelas leis da 
reflexao e da refra^ao, se invertermos o percurso do raio refratado [fig. 5.13(b)]. 
inverte-se tambem o percurso do raio incidente, que passa a ser o raio transmitido. 
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Por outro lado, as expressoes (5.71) da refletiviaade nao se alteram se trocar- 
mos os papeis de 0 j e 62 : 0 i 02 . o que troca n 1 / n [isto tamb 6 m nao altera 

a (5.72)], ou seja, a interface reflet e igualmente hem de ambos on lados. 

Ess a' lei de reciprocidade permite obter o andamento de r\\ e r± em funcao do 
Angulo de incid£ncia 0i para uma interface com n < 1 (p. ex., vidro/ar, n - 2/3 ) 
a partir dos valores correspondentes para a transicao inversa (ar/vidro. n = 3/2), 
trocando a escala de abscissas Oj — » 02 . 

O resultado, para uma interface vidro/ar 
( n ~ 2/3), esta reprcsentado na fig. 
5.14. As curvas do grdfico da fig. 5.9 a- 
parecem “comprimidas” entre 9j = 0 e 
9 1 = 0 r , onde 0 C e o angulo critico de- 
finido na (2.13), 

1 

|sen9 c = n (5.83) 

Fig. 5.14 Refleiividades para uma interface vidro/ar 

que, para uma interface vidro/ar, e « 41°. Para 0j — > Q c , tanto r± como r\i tendem 
a 1 (reflexao total). 

Que acontece para 0j > 0 C ? Como indicado na fig. 5.14 e visto na Sec. 2.4, 
ocorre a reflexao total , ou seja, n e r\\ pcrmanecem iguais a 1. Entretanto, isso 
nao signifies que o campo eletromagnetico no meio 2 seja ldenticamente nulo, pois 
ele e ^ 0 no meio 1 e isto viol aria as condicoes de contorno. 

A lei de Snell daria 

sen 0, = — sen 0, > 1 para 0, > 0 (5.84) 

n 

0 que nao pode ser satisfeito por um valor real de 0 2 , mas pode ser satisfeito por 
urn valor complexo, que e permitido porque estamos usando notafao complexa. 

As funcoes cosz e sens para z = x + i y complexo sao definidas pelas for- 
mulas de Euler, 

cosz = ~ (e ,z + e , senz = — (e tz - 1 (5.85) 

2 v 7 2 i V ' 



o que da 
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(5.86) 


que e a fun^ao coseno hiperbolico , > 1 para 'F > 0. 

Logo, podemos continuar satisfazendo a lei de Snell para B-. > 0 O tomando 

; 0 2 =--■/' , sen 0, = ch 'V = > 1 (9, > 6 C ) (5.87) 

j " 2 n 


Em bora ate aqui tenhamos interpretado 02 geometricamente, como um angulo, 
a verificacao das equacoes de Maxwell e das condicoes de conlorno so depende das 
propriedades analtiicas de cosz e sene:, que permanecem as mesmas para z com- 
plexo. 

Assim, as formulas de Fresnel (5.67) e (5.68) permanecem vdlidas. o que dd 



sen 


it 


0] -- + /T 

‘ rt 




sen l 9- + 71 - iW 
v ' 2 


cos (e, + i y) _ js 

cos (0, - i X F) 



tg 


0, - - 4- iH- 


tg 


K 


6, +--/T 

Z J 


cotg (9, + if ) = p 
cot§ (e, - ;t) c 


(5.88) 


onde usamos o fato de que o numerador e denominador sao eomplexon conjugation, 
de forma que o quociente e umfator de fane (Sj. e 8n sao reais). Logo, 

= l R .uf - 'll = [R,i ! 2 - 1 • e, > e f (5-89) 

f 

confirmando a ocorrencia de rcflexdo total acima da incidencia critica. 

Alem disso, vemos pelas (5.88) que as componentes ± e // da luz refletida 
sofrem defasagens diferentes, criando uma diferenca de fase 

5 = 8 i - s n 


(5.90) 
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entre as duas componentes; 5 varia com 0i_ Podemos usar esse resultado para pro- 
duzir luz elipticamente polarizada a partir de luz incidente linearmente polari 2 ada, 
atravds de uma unica reflexao total. 


£L1© 4m Suz n© mei@ dens® 

Vejamos agora como interpretar o valor complexo (5.87) de 02 para o campo 
eletromagnetico que penetra no meio oticamente menos denso ( n 2 < r\\ ) . 

O fator de propagacao dos campos no meio 2. e :n . c dado pela (5.61). ondc 
temos de substituir 0 2 pela (5.87). que tambem dd sen 62 . 

Por outro lado, 


cos 0 7 = cos 


_ -S' x i‘ 

- - / »P I = sen (i V) = = ish ¥ 

v 2 J V 7 2i 


(5.90) 


de modo que obtemos 

exp (/ <p, ) = exp | / 7^2 ^0 (-* ch \|r — i y sh 

= exp (/ n 2 ch W k Q x) d n '- k ° sh Vy 


(5.91) 


t y 



B 

P 


Fig. 5.15 Onda evanescente 


o que representa uma onda que se pro- 
paga na direcdo x e se atenua exponen- 
cialmente na direcdo y < 0, is To e, a me- 
dida que penetra no meio 2: temos de to- 
mar H* > 0 na (5.87). Como o meio 2 e 
transparente. essa atenuacao ndo esta as- 
sociada a absorcao de cnergia. Uma onda 
desse tipo (fig. 5.15) chama-se onda eva- 
nescente. 


Se tomarmos. p. ex., a componente _L na {5.62). supondo A 2 real, e voltarmos 
a notagao real, o campo eletrico no meio 2 fica (reintroduzindo a dependencia tem- 
poral) 


E 2 = A 2 cos (k'x — co/) e Ky i 


O’ < 0) 


(5.92) 
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onde 


k' = tb k Q ch W ; k = ji 2 A' 0 sh *F (5.93) 


O campo magnetico correspondente e dado pela (5.62), onde u 2 x z results da 
(5.67): 



f 





cos 0 2 x + sen 0 2 y 




ou. voltando a notacao real. 


B 2 = -r — =■ sh *F sen ( k'x - CO f) e :<y x 

{ (5-94) 

- ch *F cos (k'x - CO /) 6' k v y 


As (5.92)-(5.94) mostram a estrutura da onda no meio 2. 

Definimos a profundidade de penetragao coitio a profundidade I y I = d para a 
qual as amplitudes de E 2 e B 2 se reduzem a e ~ 1 - 1 / e do seu valor na interface. 
Portanto, 



1 x 0 

fb k 0 sh x ¥ 2 k rb shT j 
* j 


(5 95) 


No angulo critico 0i = 9 r , temos *F = 0 e a profundidade de penetracao e infi- 
nita. mas *F aumenta rapidamente para 0j > 0 C [cf.(5.87)j. e d cai logo a uma 
fra^ao de comprimento de onda. 

A primeira vista, parece haver uma contradicao com a conservacao da energia: 
como pode haver penetracao da onda nu meio 2 se a reflexao e total? Para ver o 
que acontece com a energia, calculemos a densidade de corrente de energia no 
meio 2, dada pelo vetor de Poynting (real) associado as (5.92)-(5.94): 
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S, = 1 E,xB,= 


-r 


M 

M'O V 2 

M 

Mo V 2 


Ch‘I' - 2SV — 2 


(k'x - co f) 


cos~ A - x — cor )x 


shT e 2Ky sen (k'x - cor) cos (fc'x - cor)y 


(5.96) 


Vemos que, em cada instante, ha uma corrente de energia positiva na direcao 
x. ao passo que a componente y oscila entre valores positivos e negativos (com 
valor medio = 0) ao longo da interface. 



Fig. 5.16 Linhas de corrente da energia na reflexao total 

Uma porcao das “Iinhas de forca” de Sz (linhas de corrente da energia) num dado 
instante t na vizinhanga da interface esta representada na fig. 5.16. O conjunto se 
desloca para a direita com a variacao de t. Se tomarmos uma media temporal on 
espacial (sobre um intervalo de v5rios comprimentos de onda), obtemos das (5.96) 



(5.97) 


E facil verificar que o vetor de Poyming complexo leva ao mesmo resultado. 

Vemos assim que, na direcao y, a energia penetra e sai do meio 2, sem que. 
em m6dia. haja transpose de energia para dentro do meio: a corrente de energia faz 
meandros em torno da interface. 
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Isj>o ainda nao explica como a energia pode inicialmente penetrar no meio 2. 
Nao da para ver isso numa soiucao estciciondria , como a que estamos consideran- 
do: a dependencia temporal foi supo-sta monocromdtica de frequencia co para 
- co < i < oo: S eria preciso considerar um problema nao-estacionario, correspon- 
dendo a uma superposicao de frequences. 

Outra idealizacSo foi ccrmos considerado uma onda plana incidente, que tem 
ex ten Kao infinita. No caso mais realista de um feixe de luz limitado lateralmente, 
tem-se uma superposicao de ondas planas cujas direcoes de propagaqao variam, de 
modo que para uma parte delas a incidencia esta abaixo do angulo crftieo. Verifica- 
se nesse caso que a energia penetra e sai do meio 2 pelas fronteiras do feixe. 

Que acontece se tivermos uma lamina de 
faces paralelas de espessura h , com 
m < ti], e um angulo 0i > 0 r no l.° 
meio? A onda evanescente no meio 2 tera 
entao ainda uma amplitude finita ao atin- 
gir a outra interface, e dara origem a uma 
onda transmitida E 3 que se propaga na di- 
recao 0i (fig. 5.17). 

Logo, a reflexao deixa de ser total: o fe- 
nomeno chama-se reflexao total frustra- 
da. Entretanto, para que E 3 tenha ampli- 

Fig. 5.17 Rsfiexao total frustrada tude P erce P tlVe1 ’ 6 P rcciso ^ ue a es P es - 

sura h nao seja»que a profundidade de 

penetracao d; caso contrario. a atenuacao exponencial da onda evanescente toma 

I E 3 J tao pequeno que nao se consegue detetar a onda transmitida atraves da carnada. 




Y 

Fig. 5.18 Experiment de J. Bose 
nais mais fracos puderam ser detetados 


Por isso. o efeito e muito diffcil de obser- 
var na regiao do visivel, uma vez que h 
nao pode ser » que o comprimento de 
onda ( d 6 ~ a ) . Mas ele pode ser facil- 
mente detetado com ondas de radio. Num 
experimento feito por J. Bose, dois pris- 
mas de asfalto (fig. 5.18) estavam separa- 
dos por uma dislancia h de varios cm e 
uma onda incidente de X = 20 cm sofria 
reflexao total frustrada no l.° prisma. Si- 
atras do 2.° prisma, com intensidade cres- 
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cente a medida que h diminuia. Conforme veremos ao tratar de fisica quantica, ss.se 
efeito e o analogo eletromagnetico do efeito qnantico conhecido como tune/amento . 

Surpreendenleinente, porem, o efeito ja havia sido detetado por Newton em 
seu segundo artigo publicado. que data de 1675! Na experieneia dos aneis de New- 
ton (fig. 3.10)., na lamina de ar que separa a lente piano-convexa da placa de vidro. 
pode nao haver exatamenre um contato com a placa, deixando Lima camada de ar 
muito fina entre os dois. Newton percebeu que luz que deveria ser totalmente re- 
fletida conseguia atravessar essa camada desde que fosse suficientemente fina, e 
estimou a espessura em no maximo aJguns comprimentos de onda: ele ja havia 
usado suas medidas dos raios dos aneis para determinar com grande prccisao o 
comprimento de onda. Foi Newton, ponanto, quem descobriu a reflexao total frus- 
trada. 


PROBLEMAS 


1. Mostre que as equacoes de Maxwell (5.1), (5.2) num meio dieletrico nao se 
alteram pela substituicao: 


E' = - B , B' = -aE 
a 

desde que a Constance a seja escolhida apropriadamente. Que acontece com o vetor 
de Poynting S nessa substituicao? E com as densidades de energia U E , U M ‘? 

2. Demonstre, a parlir das eqs. de Maxwell incluindo uma corrente j, a ex- 
pressao do balanco de energia medio para um campo monocromatico, 

( ..... 

! divS + =ij* E + 2io ({U E )-{U M }) 


onde S T 6 o vetor de Poynting complexo. intcrpretc a parte real e a parte imaginaria. 
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3. Demonstre que os vetores de polarizacao circular (5.39) formam uma base 


ortonormal para um produto escalar de 
a b. ou seja, que 

A A 

8 .. • 8 _ - 8 ^ • 8 _ = 0 



vetores complexos a e b definido como 


A. x A A„ A. 

£* - £ + = S_ • 8_ = 1 


4. Demonstre. para o caso geral de po- 
larizacao elfptica (5.29). que o Angulo 
V]f entre o eixo maior da elipse de poiari- 
zacao e o eixo Ox e dado por (fig.) 

tg (2 \jr ) = tg (2 a) cos 5 ; 

J 

onde 


tg a - b / a 


5. Duas ondas circularmente polarizadas de mesma frequencia propagam-se 
na mesma direcao. com amplitudes a c 2a. respectivamente. Descreva a polarizacSo 
e orientagao da onda resultante: (a) Se ambas sao levogiras; (b) Se a e levogira e 
2 a e dextrogira. 


6. Num meio anisotropico, para luz que se propaga ao longo de uma “direcao 
principal”, ha dois indices de refrag ao diferentes, n i e n 2 , conforme a diregao de 
vibracao do campo eletrico esteja numa das duas outras “direcoes principals” per- 
pendiculares entre si e a diregao de propagagao. Chama-se placa de um quarto de 
onda uma lamina do material cuja cspcssura d introduz uma difercnca dc camiiiliu 
-Xu ( Ao = comprimento de onda reduzido) entre essas duas componentes do campo 
eletrico. (a) Calcule d\ (b) Se uma onda Iinearmente polarizada segundo a bissetriz 
dessas duas direcoes principais incide perpendicularmente sobre uma lamina de um 
quarto de onda, qual 6 a polarizacao da luz transmitida? (c) Calcule d para uma 
lamina de mica, em que n x = 1,5941 e m = 1,5997, se Xo = 6.000 A. 

7. Faz-se girar um analisador de polarizacao em torno da direcao da luz inci- 
dente como eixo, observando-se a intensidade da luz transmitida. (a) Mostre que 
isso nao permite distinguir entre luz incidente circularmente polarizada e luz natu- 
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ral. (b) Coloca-se agora no trajeto da luz incidente, antes de atingir o analisador, 
uma lamina de urn quarto de onda (veja o Probl. 6). Mostre que isso torna possfvel 
fazer a distincSo enire polarizacao circular e luz natural, e explique como. 

8. Chama-se eixo de um filtro de polarizacao (polarizador ou analisador) a 
direcao de vibracao para a qual sua transmissao e maxima. Um par de filtros tem 
seus eixos cruzados (perpendiculares), de mode que bloqueia a luz incidente. Colo- 
ca-se agora um terceiro filtro entre os dois, com seu eixo formando um angulo 
0 com o eixo do l.° filtro. Sc luz natural de intensidade Jo incide sobre esse siste- 
ma, qual e a intensidade da luz transmitida? 

9. Use o operador Div para obter a condicao de contorno na interface entre 
dois meios quando existe sobre ela uma distribuicao de carga com densidade super- 
ficial <7. Aplique o resultado a um condutor perfeito. 

10. Calcule R± e R\\ , definidos pelas (5.69), inclusive no caso particular 
0] = 0. Calcule 7± e 7ii. 


11. A transmissividade t e definida co- 
mo a fracao da intensidade incidente so- 

> 

bre uma dada area da superficie de sepa- 
racao (indicada por AB na fig. ao lado) 
que e transmitida para o meio 2. 

(a) Mostre que 


V _J S =) 

cose, _ t ge, |e 2 | 2 

K s i) 

cose, tge 2 | e ,| 2 | 


(b) Calcule t\ \ ,t± (inclusive para 0i - 0 2 = 0). 

12. Verifique que r± 4- t± = m -f t\\ = 1. 

13. Para 0] = 0 £ (angulo de Brewster), (a) Calcule r± ; (b) Calcule t± ; (c) 
Calcule o grau de polarizacao da luz transmitida. 
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14 . Para que se tenha um filme anti-refleior (Sec. 3.3). de fndice de refracao 
no , situado entre dois meios de indices e m, nao basta que a espessura do filme 
seja de 1/4 do comprimento de onda no meio 2 [cf. (3.30)]. £ preciso tambem que 
a refletividade das interfaces 1/2 e 2/3, na ineidencia perpendicular, seja a mesma. 
Mostre que a condigao para is so e: n 2 = ~fn\ ny . 

15 . Demonstre a (5.73). 



A RELAX I VI DADE 

6*1 © Prisicipl® dta R^iesfhrigicagle ff§® 

Vimos que. cornu consequencia das cquacoes de Maxwell, as ondas eletro- 
magnericas se propagam, no vacuo, com velocidade c — 1 /\ £o Uo- que e uma cons- 
tants universal. Entretanto, ainaa nao discutimos uma questao basica: a que refe- 
rencial se refere essa velocidade? 

A dependencia das leis ffsicas com respeito ao referenda! foi discutida ua 
Mecanica Classica ( Fis.Bds . 1, Sec. 13.1). onde vimos que as leis basicas da Meca- 
nica assumem sua forma mais simples nos referenciais inerciais. Por definicao, urn 
referencial i inercial se nele vale a lei da inercia. on seja. uma partfcula nao sujeita 
a forcas (suficientemente afastada das demais) permanece em repouso ou em mo- 
vimento retilmeo uniforme. Com boa aproximacao. um referencial vinculado as es- 
trelas fixas e inercial. 

Vimos tambem que qualquer referencial em 
movimenlo retilmeo uniforme em relacao 
a um referencial inercial e tambem iner- 
cial. 

Se o referencial (5") (fig. 6.1) se move 
em relacao a ( S ) com velocidade cons- 
lante V e as origens O e O' dos dois refe- 
renciais coincidem no instante t = t r — 0. 
vimos que a relacao entre as coordenadas 


Az 


( 3 5 ) 



y 5 


Fig. 6.1 Referenciais ($) e (S) 
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(x(x,>\z),r] e [ x ' ( x ' , y ' , z ' ) , t ' ] nos dois referenciais e dada pela transfor- 
macdo de Galileu 


x' = x - V t 
t' = t 


( 6 . 1 ) 


da qual decorre a lei de Galileu de composicdo de velocidades 



( 6 . 2 ) 


onde v e v ' sao velocidades relativas a ( S ) e ( S ' ), respectivamente. Decorre 
tambem a igualdade das aceleracoes : 


d v 
d T 


a - 


a 


d v' 

~d7 


(6.3) 


Como a transformacao de Galileu nao afela as distancias entre partfculas nem a 
massa, tambem nao afeta uma forca F que so dependa dessas distancias (como a 
gravi tacao). dc mo do quo 

F — ma F r - in a' (///' - tn ) (6.4) 


islo e, a lei basica da dinamica nao se altera. 

Daf decorre o principio de relatividade da Mecanica. devido a Galileu: e im - 
possivel detetar um movimenta retilineo uniforme de um referenda l em relaccio a 
ourro par qualquer efeiio sobre as leis da dindmica (Galileu deu o exemplo de 
experiences de mecanica feitas sob o conves de um navio. com as escotilhas fecha- 
das. que seriam incapazes de distinguir se o navio estaria ancorado ou em movi- 
mento retilmeo uniforme). 

Vim os tambem na Mecanica que esse principio deixa de valcr para refer- 
enciais nao inerciais: aparecem efeitos deteldveis sobre as leis da mecanica. atraves 
das forgas de inercia (forga centrffuga, forga de Coriolis, etc.). 

Entretanto, se procurarmos estender a Eletro dinamica o principio de rclativi 
dade. deparamo-nos imediatamente com um problems: decorre das leis da Eletrodi- 
namica (eqs. de Maxwell) que a luz se propaga, no vdcuo. com velocidade c. Ad- 
mitindo que isso vale mim dado referencial inercial, e que valem as leis da Meca- 
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nica Classica. o resultado nao poderia valer riurn outro referencial inercial em mo- 
vimento retilmeo uniforme em relacao ao primeiro com velocidade V. Com efeito. 
pela lei da Galileu de composigao de velocidades, seria 

c 7 = c — V (6.5) 

e, por conseguinte. seria c 7 c (e c 7 variaria com a direcao de propagacao), con- 
tradizendo o principio de reiatividade no caso da Eletrodinamica. 

A validade das eqs. de Maxwell estaria restrila entao a um referencial inercial 
privilegiado, onde a velocidade da luz e c em todas as direcoes. Isso acontece, p. 
ex., na acustica: as ondas de som se propagam atraves de um meio material, que e 
o suporte das oscilacoes, e a velocidade do som c isotropica (a mesma em todas as 
direcOes) somenre num referencial em que este meio estiL em repouso. Observada de 
outro referencial em movimento em relacao a este. a velocidade do som e diferente 
e varia com a direcao (Efeito Doppler: Fls. Bds . 2. Sec. 6.9). 

A identificacao do “vacuo” com um tal suporte material das ondas eletromag- 
n£ticas corrcsponde ao conceito do 6ter % meio hipotdtico cuja existencia ja havia 
sido postulada por Descartes. Vimos (Fis. Bds. 3, Cap. 11) que o proprio Maxwell 
chegou a suas equacoes com base num modelo mecdnico para o campo eletromag- 
netico, um “eter celular”. 

Se o dter existisse como referencial privilegiado, deveria ser possfvel, por ex- 
periencias de propagacao da luz, detetar um movimento retilmeo uniforme em re- 
lacao a ele, ou seja, o principio de reiatividade nao seria v&lido na eletrodinamica 
(da mesma forma que nao e valido na propagacao do som). 

Se quisessemos, poreni, manter o principio de reiatividade tambdm na eletrodi- 
namica. a (6.5) mostra que isto nao seria compativel com a validade simultanea das 
equacSes de Maxwell e das leis da mecanica newtoniana: uma das duas teria de ser 
abandonada. 

Teria de ser valida, portanto. uma das seguintes opcoes: 

(i) A mecanica newtoniana e as equagoes de Maxwell sao validas, mas o prin- 
cipio de reiatividade nao se aplica a todas as leis fisicas: existe um referencial 
absoluto (o eter), onde a velocidade da luz c c em todas as direcoes, e deve ser 
possfvel, por meio de experiencias eletromagneticas, detetar um movimento reti- 
Ifneo e uniforme em relacao ao referencial absoluto do eter. 

(ii) O principio de reiatividade aplica-se a todas a leis fisicas e a mecanica 
newtoniana 6 correta. Nesse caso, as equagoes de Maxwell teriam de ser modifi- 
cadas, e deveria ser possfvel observar desvios das leis eletrodinamica classica. 
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(iii) O principio de relalividade aplica-se a todas as leis ffsicas, e as equacoes 
de Maxwell sao correias. Nesse caso, a mec&nica newtoniana e a transformagao de 
Galileu nao podem ser corretas: deve ser possfvel observar desvios das leis da me- 
canica newtoniana. 

A unica opcao compativel com os fatos experimentais. conforme vamos ver, 6 a (iii). 


§.2 O experiment© d@ Micheison © Morley 


Consideraremos primeiro o teste experimental da opcao (i). Se ela fosse vali- 
da. deveria ser possivcl detetar urn movimento retilfneo uniforme em relacao ao 
eter usando a lei de Galileu de composicao de velocidades (6.5): a velocidade da 
luz num referencial em movimento relativo ao eter deveria ser diferente em di- 
recoes difere.ntes. 

Urn referencial onde o Soi estaria em repouso e com boa aproximagao um 
referencial inercial. A velocidade de translagao da Terra cm relagSo a esse referen- 
cial e da ordem de 30 km/s, e sabemos que tem sentidos opostos em intervalos de 
meio ano, o que corresponde a uma variacdo de velocidade da ordem de 60 km/s. 

Logo, mesnio que um referencial ligado a Terra (laboratdrio) esteja em re- 
pouso no eter num dado instante, tern uma velocidade relativa a ele de - 60 km/s 
meio ano mais tarde. Durante metade do ano, a Terra tem uma velocidade V de 
pelo menos 30 km/s em relacao a qualquer referencial inercial fixo. Pela lei de 
composicao de velocidades. isso daria origem a desvios da ordem de V/c > 10 -4 
na velocidade de propagactio da luz. 

Numa serie de experiences reaiizadas entre 1881 e 1887, A. A. Micheison c 
E. W. Morley procuraram detetar esses desvios (muito pequenos) usando o inter- 
ferometro de Micheison (Sec. 3.5). 



O in terfero metro esta represen tado es- 

quemaiicamente na fig. 6.2 (nao foi re- 

presentada a placa de compensacao do 

caminho otico). Sens bracos tem com- 

primentos L\ z l 2 . F 6 a fonte de luz, F 

a placa semiespelhada divisora do fei- 

xe, Ei e Eo sao os espelhos e L e a 

luneta de observacao. 

* 

A experiencia foi repetida muitas 
vezes, com diferentes orientacoes da 
montagem como um todo. Suponha- 
mos que, na situacao da figura, a 


Fig. 6.2 Experiment de Micheison e Morley 
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expeimeato dp Michelsor: e AAeriey 


Terra esteja se movendo cm rclacao ao (hipotetico) eter com velocidade V na di- 
recao OEj. 

Como c // V ao longo de 1 \, temos [cf.(6.5) e fig. 6.3J 



Fig, 6,3 Percursos longitudinals. A velocidade e c’ = c V na ida (al) e c' = c + V na volta (a2) 
Tempo total para ida e volta ao longo de A = 


c-V c + V c 2 - V 2 



( 6 . 6 ) 


onde 


p s V / c- 


(para metro adimensional) 


(6-7) 



V 


(a2) (b2) 

Fig. 6.4 Percursos transversals 


Visto do referencial do eter, o percurso 
na direcao de h e obliquo, porque, duran- 
te o tempo de ida e volta da luz do espe- 
lho E 2 , a placa P se tera deslocado de Oi 
para Oz- Conforme mostram as figs. 6.4 
(a2) e (b2), tanto na ida como na volta a 
velocidade da luz no referencial da Terra 
sera 


e = - v 1 = cyj i-p 2 (6.8) 


de modo que o tempo do percurso de ida 
e volta ao longo de k serd 
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A diferenca de caminho otico entre os dois percurso-s e 


A = c(t. 






E 1 $ 



(6.9) 


( 6 . 10 ) 


Se os espelhos £i e E 2 nao sao exatamente perpendicu lares entre si. essa diferenca 
de caminho da origem a franjas de interferencia de igual inclinacao na cunha de ar 
de pequena abertura formada por £? e pela imagem de Fi na placa p (r.f fig ^ 18 ) 
Se girarmos agora de 90° o dispositivo todo, os papeis de / j c l 2 sao intercam- 
biados, o que da: 




( 6 . 11 ) 


A figura de interferencia observada anteriormente sofrera urn deslocamento corres- 
pondenie ao caminho otico 



Como esperamos que seja {5 « 1, podemos aproximar 



( 6 . 12 ) 


(6.13) 


O deslocamento (6.12), medido em termos de numero de franjas, e entao 




6 2 O expen "lento de rViic'ie'scn s Morley 

s,« - Ai* s _,i±o P 2 

X X p I 

l .. ... - - . ; 

on seja, o efeito 6 de 2. a ordem em V/c = p. E por ser tao pequeno que se neces- 
sita de uma tecnica interferometrica. 

Na l. 3 experidncia de Michelson e Morley (1881), era l\ ~ l 2 ~ 1,2m e 
X = 6 X 10 ' m (luz amarela). Tomando p - 10 ", como vimos no infcio desta Secao, 
resulta entao \ 8m \ ~ 0,4 x 10' x 10" s - 0,04 de franja, o que teria sido detetado 
por um observador peri to como Michelson (fun da Sec. 3.5). O resultado, para 
grande surpresa dele, fob em suas palavras: “...Nao ha deslocamento das franjas de 
interferencia. Assim, demons tramos que a hipotese de um eter estacionario e incor- 
rcta.” 

Na repetigao da experiencia em 1887, era /i ~ l 2 ~ 11m, o que daria 
\§m I ~ 0,4 franja, e Michelson e Morley deram como resultado (limite superior) 

1 8 Arf [ < 0,01 (nao observaram nenhum deslocamento). G. Joos, em 1930, usou 
l\ « h « 21 m, dando um I 8m I esperado de ~ 0,75 franja, e achou como limite 
superior 15/rc I < 0,02 . Experimentos recentes de outros tipos (nao baseados no 
interferometro de Michelson) dao limite s superiores para V inferiores a 30 m/s, 
compativeis com V = 0, embora a velocidade orbital tfpica da Terra seja 30 km/s. 
Com isso, a opcao (i) do final da Sec. 6.1 fica descartada (houve algumas tentati- 
vas de mante-la com hipoleses diferentes. que tambdrn foram descartadas). 

As tentativas mais consistentes dentro da opcao (ii), aceitando o carater geral 
do princfpio de rclatividadc c a validade da mecanica newton iana e modificando as 
equagoes de Maxwell, foram baseadas na “teoria da emissao” de W. Ritz (1908). 

Segundo Ritz, c deveria ser interpretado como a velocidade da luz no vacuo 
relativa d fame emissora , e nao como velocidade de propagacao de ondas num 
meio. Como c seria entao sempre uma velocidade relativa , o resultado nulo do 
experimento de Michelson e Morley cstaria explicado (a transformacao dc Gaiilcu 
nao altera velocidades relativas), mas as equacdes de Maxwell teriam de ser modi- 
ficadas. 

As modificacoes da eletrodinamica preditas pel a teoria dc Ritz foram des- 
cartadas com base em observances astronomicas que seriam incompatfveis com 
elas, mas os argumentos empregados nao sao atualmente considerados como sa- 
tisfatorios. 

Enlretanto, a hipotese de Ritz foi eliminada por medidas direias da velocidade 
da luz (nadesintegracaoTC 0 — > 7 + y) emitida por uma fonte em movimento ra- 
pid o, realizadas no CERN em 1964 por T. Alvager et al. O resultado experimental 
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foi que, se representassemos uma eventual dependencia da velocidade v da fonte 
por c' = c + kv, resultaria que k = (0 ± 1.3) x 10"". 

Podemos tirar dos resultados acima descritos as seguintes conclusoes: 

(A) PRINCIPIO DE RELAT1VIDADE RESTRITA: As leis fisicas sao as mes- 
mas em todos os referenciais irtercicds. 

Por outro lado, as equacoes de Maxwell sao confirmadas como leis fisicas 
validas, e daf decorre o 

(B) PRINCIPIO DE CONST ANCIA DA VELOCIDADE DA LUZ: A velocidade 
da luz no vacuo, c, e a mesma cm todas as direcots e em todos os referenciais 
inerciais, e e independente do movimento da fonte. 

Esses dois principles, porem, sao incompatfvp.is com a mecanica newtoniana. 
tomando necessario modifica-la. As modificagoes necessarias, tomando (A) e (B) 
como pontos de partida, foram propostas por Albert Einstein em 1905, em seu tra- 
balho “Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento”. 

Einstein era um jovem empregado no Escritorio de Patentes em Berna, recem- 
formado pela Universidade, quando publicou esse trabalho. No mesmo ano, publi- 
cou dois oulros trabalhos fundamentals: um deles sobre o efeito fotoeletrico (Sec. 
7.3), reintroduzindo a teoria corpuscular da luz no coniexto da teoria dos quanta de 
Planck, e o outro sobre o movimento Browniano. Ao que tudo indica, Einstein nao 
conhecia os resultados do experimento de Michclson e Morley quando formulou a 
relalividade restrita; eles nao sao mencionados no seu artigo. 

Na introdugao a seu trabalho de 1905 sobre relatividade, Einstein comenta de 
inicio a descricao aparentemente assimetrica dos efeitos de indugao eletromagnetica 
entre um ima c um fio condutor, conforme seja o ima ou o fio que se move, quan- 
do so importa o movimento relative) (F(s. Bus. 3, Seg. 9.1). Depois diz: 

“Exemplos desse tipo, bem como as tentativas malogradas de detetar um 
movimento da Terra em relagao a um “eter’\ sugerem que os fenomenos ele- 
trodinamicos, da mesma forma que os mecanicos, nao tem quaisquer proprie- 
dades compativeis com a ideia de repouso absoluto. Sugerem, pelo contrario, 
que as mesmas leis da eletrodinamica e da otic a scrao validas em todos os refe- 
renciais para os quais valem as leis da mecanica. Vamos elevar esta conjectura... 
a categoria dc um postulado, e vamos introduzir outro postulado, que e so apa- 
rentemente incompativel com o primeiro, a saber, que a luz sempre se propaga no 
v&cuo com uma velocidade c bem definida, independente do estado de movimento 
da fonte emissora 1 '. 
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Consideremos dois referenciais inerciais diferentes S e S' (S' se dcsloea cm 
relaqao a S com movimento retilmeo uniforme). Podemos escolher as origens O e 
O' das coordenadas cm S e S' de tal forma quo coincidam num instante que toma- 
mos como origem dos tempos, t = t' — 0: 


0 = 0' para t = t' = 0 (6-15) 


Suponhamos que, nesse instante comum, uma fonte puntiforme localizada em 
0 = 0' emite um sinal luminoso. Decorre entao do postnlado (BJ que esse sinal se 
propaga em todas as dirccoes com velocidade c em ambos os refcrenciais. Logo, a 
frente de onda num instante posterior e esferica em ambos os referenciais: em S e 
uma esfera de centro O; em S' 6 uma esfera de centro O Aqui surge a aparcntc 
incompatibiiidade a que Einstein se referiu: como e possfvel que a mesma esfera 
tenha dois centros diferentes? 

O paradoxo desaparece se nao se tratar da mesma esfera. O que e uma frente de 
onda? Num dado referenda!, e o lugar geometrico dos pontos atingidos pda onda 
simultaneamente nesse referencial. Se o que e simultdneo em relagdo a S nao e 
necessariamente simultdneo em relacdo a S ', as frentes de onda nos dois referenciais 
sao formadas de pontos diferentes , o que e compatfvel com centros diferentes. 

Einstein percebeu que a vaiidade dos Princfpios (A) e (B) exigia que fosse 
aprofundada a analise do conceito da simultaneidade de eventos em pontos distan- 
ies , quando analisada em referenciais diferentes. Como ele observa no seu trabalho 
de 1905, 

“...Tories os nossos jnlgamentos com respeito a tempo sao sempre julgamentos 
dc eventos simultaneos. Por exemplo, quando se diz “0 trem chega aqui as 7 h”, 
isto significa: "A chegada do trem e a observapSo de que os ponteiros do relogio 
marcam 7 h sao eventos simultaneos.” 

Ate af nao ha problems, porque as observagoes da chegada do trem e do relo- 
gio sao feitas no mesmo lugar [como o disparo do sinal luminoso na (6.15)1. Mas 
como podemos saber que dois eventos que ocorrem em f.ugares diferentes , tais co- 
mo dois pontos Pi e P 2 , sao simultaneos? 

Poderiamos dizer que isso ocorre quando cada evento coincide com uma lei- 
tura de relogio; t\ em Pi e to em P 2 , e a simultaneidade significa que t\ - to. Mas 
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para isso 6 necessario que os relogios era P] e Pi estejam sincronizados. Pode- 
rfamos imaginar diversos metodos para efetuar a sincronizagao: 

Metodo 1: Enviando urn sinal de Pi a P 2 . Se v e a velocidade do sinal e 
/ = I Pi Pi I a distancia de Pi a P 2 > sendo o sinal eonvencionado para ser eraitido em 
t\ = fy. basta quc o relogio era P 2 . no momento da recepcao do sinal, seja ajustado 
para marcar h = u + A 

Mas como sabcmos que a velocidade do sinal e v? A partir da medida do 
tempo que leva o sinal para se propagar entre dois pontos distantes. e esta medida 
pressupoe a sincronizacao. de modo que a definicao e circular. 

Metodo 2: Os dois relogios podem ser sincronizados em Pi e um deles, poste- 
riormcntc, transportado para P 2 . Mas um relogio c um sistema ffsico. quer se trate 
de um pendulo ou de urn relogio atomico, baseado numa linha espectral emitida 
por um atomo. Como sabemos que a marcha do relogio nao e afetada pelo trans- 
porte de Pi a P 2 ? So poderiamos comprovar isso se ja tivessemos em P 2 um relogio 
sincronizado com o de Pi. para compara-lo com o que foi transportado. Novamente, 
chcgamos a um impasse. 

Conclusao : Ao contrario da simultaneidade de eventos que ocorrem no mesmo 
ponto, a simultaneidade de eventos em dois pontos distantes nao tem nenhum sig 
nijicado a priori: ela tem de ser definida por uma convengao. 

A definicao de Einstein da simultaneidade de eventos distantes esta relacio- 
nada com 0 metodo 1 acima e com 0 Princfpio (B). que confere a velocidade da luz 
no vacuo o carater de uma constants universal. Veremos logo que ela tem um 
significado mais amplo. represeniando uma velocidade limite para a propagagao 
de qua is quer sincis. 


Definigao de Einstein da simultaneidade : 

Se um evento 1 ocorre em Pi no instants t\ , sendo rn area do pela emiss&o de 
um sinal liminoso que parte de Pi nesse instants , c o mesmo vale para P 2 em t 2 
(evento 2) y dizemos que estes dois eventos sao simultdneos (t\ - fr) quando o ponto 
de encontro dos dois sinais luminosos e 0 ponto medio do segmento Pi P 2 . 

Essa definicao implica imediatamente que a simultaneidade de eventos distan- 
tes nao tem carater absoluto: dois eventos simultaneos num particular referencial 
inercial S podem nao ser simultaneos noutro referencial inercial S' que se move 
em relacao a S com movimento retilmeo uniforme. 
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Fig. 6.5 Reiatividade da simultaneiriade 

Com efeito, suponhamos que os dois eventos sejam a queda dc relampagos em 
Pi e P 2 , e que cada um desses pontos coincida com uma extremidade de um trem 
(referential S '), que se desloca com velocidade constante V em relacao ao referen- 
tial S dos trilhos, suposto inercial. Cada relampago gera seu proprio sinal luminoso 
(fig. 6.5). vSe os dois eventos sao simultaneos em S, os dois sinais se encontram no 
ponto medio M de Pi P 2 . Mas esse nao e o ponto medio M ' do trem, porque 
devido ao movimento do trem, recebe o sinal vindo de Pi antes de receber aquele 
originario de P 2 . 

Na mecanica ncwtoniana, a posicao de um evento ja era um conceito relativo, 
dependente do referencial: dois eventos que ocorrem “no mesmo ponto'’ do trem S ' 
em instantes diferentes nao ocorrem no mesmo ponto no referential S dos trilhos. 

Assim, por exsmpo, um passageiro que esquece a carteira no carro restaurante 
e volta depois para busca-la encontra-a (se tiver sorte!) no “mesmo ponto” do trem, 
mas em pontos diferentes em relaqao aos trilhos. 

Entretanto, o instame de ocorrSncia de um evento era considerado como tendo 
carater absoluto, o mesmo em qualquer referential, o que tambem se aplicaria a 
simultaneidadc dc eventos distantes: dai a relacao t' = t, na transiormacao dc Ga- 
lileu. Newton escreveu nos “Principia”: 

“O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por sua propria natureza, sem 
relacao a nada externo. permanece sempre semelhante e imutavel.” 

Esse cardter absoluto do tempo na mec&nica newtoniana seria justificctvel se 
existissem sinais de velocidade arbitrariamente grande (“instantaneos”). Na pratica, 
c e tao grande comparado com velocidades macroscopicas tfpicas que a mecanica 
ncwtoniana e, para fins praticos, uma excelentc aproximacao. 

Entretanto, vemos que a transformagao de Galilen tera de ser substitufda por 
outra em que as quatro ordenadas de um evento (x, y, z, t) se transformam. 
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6.4 A froissfemafi® de Lorentz 

Para encontrar a transformacao que deve substituir a de Galileu, convem ter 
urna imagem bastante concreta de urn referencial onde se emprega a definicao de 
Einstein da simultaneidade. 

O “relogio” atualmente empregado para definir a unidade de tempo ja e um sis- 
tema flsieo bem definido (relogio atomico): baseia-sc no periodo de oscilacao de uma 
dada linha espectral emitida por um atomo, em repouso no referencial considerado. Co- 
mo c e uma constante universal, a unidade de comprimento se define em funcao da 
unidade de tempo (a distancia percorrida pela luz numa unidade de tempo e o valor 
numerico de c). Ess as definicoes sao as mesmas em qualquer referencial. 

Uma fonna concreta de pensar num referencial e eniao como uma eslrutura ou 
arcabouco tridimensional onde as distancias entre pontos de coordenadas intciras sao 
“reguas” que medem uma unidade de comprimento, e em cada ponto existe um “re- 
logio”, todos os relogios sendo sincronizados de acordo com a definicao de Einstein. 

Uma forma mais simples e imaginar uma esta?ao de radar operando continua- 
mente. Num dado referencial basta entao haver um unico relogio, p. ex. na origem 
O, emilindo continuainente pulsos de radar. 

Para definir as coordenadas de um evento que ocorre num ponto P num dado 
instante nesse referencial, pode-se determinar o instante to em que um pulso emitido 
por O em u retorna a O como “eco” apos atingir P. Nesse caso, o instante t em que 
o pulso atingiu P e / = j t ti ). e a distancia OP e -f c ( to — tj ); a direcao OP 
tamb6m pode ser determinada, fomecendo assim as quatro coordenadas do evento. 
Essas coordenadas sao consistentes com o criterio de Einstein de simultaneidade. 


Vamos considerar primeiro um caso especial, em que escolhemos o eixo dos x 
na direcao do movimento relativo entre os dois referenciais inerciais e e satisfeita 
a (6.15) (origens coincidentes em t = t' = 0). 



Uneo e uniforme em (S') . 


Fig. 6.6 Referenciais (S) e (S’) 
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(ii) Para V = 0 (V = V x e a velocidade de S' em relacao a S), a transfor- 
inacao deve reduzir-se h identidade [porque vale a (6.15) e escolhemos as mesmas 
unidad.es de medida em S e S ']. 

(iii) Se um sinal luminoso e enviado de O = O ' em t = t ' = 0, a sua frente de 
onda deve propagar-se com velocidade c em ainbos os referenciais. de modo que 


x~ + }•- 



= 0 








(6.16) 


(cada urna dessas equaeoes deve implicar a outra). 

Pode-se demonstrar que uma trail sformacao que satisfaz essas condicoes e, ne- 
cessariamente, uma transformacao linear. Vamos admitir esse resultado. 

Transformacdo de comprimentos transversals 

Seja AB um segmento do eixo y com centro em O e de comprimento = 1. e 
A'B ' um segmento com as mesmas caracterfsticas em S' (fig. 6*6). Pela definicao 
de Einstein, A' e B ' cruzam o eixo y simultane ament e em S ; analogamente, A e B 
cruzam o eixo y ' simidtaneamente em S e ambos os cventos ocorrem em / = i ' — 0. 
Nesse instante, (ou mais tarde, se os cruzamentos deixarem registros permanentes 
nos eixos y ,y'). os comprimentos AB e A'B ' podem ser comparados. 

A linica conclusao possivel e que eles sac iguais: qualquer outra violaria o 
principio de relatividade. Com efeito, se em S se verificasse que A'B devido ao 
movimento, e, p. ex., < AB. a relatividade exigiria que AB, que esta em movimen- 
to visto de S', 6 < A'B ', o que seria uma contradi^ao (devido ao fato de que a 
comparacao e simultanea em ambos os referenciais). Logo, Lem de ser AB = A'B ', 
o que se aplica a comprimentos transversals a direcao x do movimento: 



(6.17) 


Note, porem, que o raciocmio nao se aplica a comprimentos longitudinals, ou seja, 
paralelos a direcao do movimento, porque neste caso, como vimos acima (Sec. 6.3), 
posicoes dos extremos de um segmento que sao simultaneas em relagao a ( S ) nao 
sao simultaneas em relacao a (S'). 

Como a origem 0'(x' = 0) de (5') deve ter a coordenada x - Vt em (5), 
deve ser (relacao linear) 
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x' = A(x~Vt) (6.18) 

For outro lado, a transformacao de t' deve ser linear: 

t' = Bt + Cx (6.19) 

onde nao ha termos adicionais emyez (tipo + D y + Ez) porque a unica diregao 
privilegiada (direcao do movimento) e a direcao x ; termos adicionais violariam a 
isotropia do espaco. definindo uma outra direcao privilegiada. 

E imediato que a transformacao definida pelas (6.17) a (6.19) satisfaz as con- 
dicoes (i) e (ii) acima. Resta impor a condicao (iii): sempre que 




1 — c 2 t z = 0 


( 6 . 20 ) 


devemos ter 


0 = x' 2 + y' 2 -f z' 2 - C 2 t' 2 = A 2 (x -Vij +y 2 + z 1 - c 2 {Bt + Cx'j 

= A 2 (r -2xVtA V 2 r)+y 2 + z 2 -c 2 (b 2 r +2 BCxt + C 2 x 2 ) 

> -A (6.21) 

= (a 2 - c 2 C 2 - l) x 2 -2 (A 2 V ± c 2 B c)x t + 

+(A 2 V 2 -c 2 B 2 + c 2 )t - 

quaisqucr quo scjam x c t. 

Isso s6 6 possfvel se os coeficientes forem identicamente nulos, o que d£ 

A 7 V A c 2 BC = 0 


A 5 -c 7 C 2 = 1 



( 6 . 22 ) 
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A primeira equacao da 



V 


Substituindo aas duas outras, vem 


(6.23) 


- c 2 ^(b + vc) = I 

b' + vbc = b(b + vc)= 1 


(6.24) 


e, substituindo e.ste resnltado na (6 93 ) . 



Levando na ultima (6.22), 



6 t/ 3 '' 

= 1 

A 2 

1 2 


v c y 



Vamos introduzir as notacoes 




As (6.25) dao entao, com a (6.24), 


A = ±B = ±7 



(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 


(6.28) 


Mas, pela condicao (ii), tem de ser A = 1 c C=0 para V = 0 (quando 

7 = 1 ). Logo, 


A =B = y 




(6-29) 


o que leva univocamente a TRANSFORM ACAO de LORENTZ ESPECIAL 
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A y - y (_r - V r ) 



(6.30) 


Para que y seja real, tem de ser (3 < 1 . Isso sugere que c seja nao apenas a 
velocidade da luz, mas tamb6m uma velocidade limite, no sentido de que nenhum 
referencial deve poder mover-se com velocidade V > c. Isso sera confirmado mais 
tarde. 

Se resolvermos o sisiema de equacOes lineares (6.30) em relagao a (a, y\ z, i ), 
resulta (verifique!) 


Transf. de Lorent 2 6.31) 
especial in versa 


que so difere da (6.30) pel a substituicao V — > - V. Logo, (S) se move em relacao 
a (S') com velocidade (— V), o que nao 6 uma conclusao trivial. 

A transformacao de Galileu coma caso limite 
Se P « 1 , temos fcf.(6.13)] 


y = y > z = z 


! A- = y (a' + V t') 

i 

, . v 

r = y\t 


' ■ x' 


n 

C~ J 


/ _ v-1/2 1 , 

T = (-A) 


(0.32) 


e, para x « c t , as (6.30) se reduzem a transformagao de Galileu, a menos de 
termos de 2_ a ordem em [3 = V f c, que sao extremamente pequenos para veloci- 
dades V usuais. 

A transformacao de Lorentz lambem se reduz a de Galileu no limite formal em 
que se faz c —> «>. Como ja foi mencionado, se existissem sinais “instantaneos", de 
velocidade infinita, a simultaneidade de eventos distantes teria caratcr absoluto c 
Valeria a transformacao de Galileu. 
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Transfonnacdo de Lorentz geral 

A partir da TL (transf. de Lorentz) especial, e facil obter a expressao de uma 
TL geral. em que a velocidade V de (S') cm reiacao a (S) tern direcao arbitraria. 
Para isso. basta decompor o vetor de posicao de um ponto P numa componente 
// V, que se transforms como x na TL especial, e numa componente J_ V, que se 
transforma como as coordenadas (v. z) na TL especial. 

A 

A componente paralela se obtem projetando na diregao de V. Seja V o versor 
da direcao V: 



Temos entao 


X :l 



X 



( 6 . 33 ) 


( 6 . 34 ) 


e analogamente para x'. As equacoes da TL geral sao: 

\< = y ( x n - v t) 


X = X 


TL GERAL 


( 6 . 35 ) 


* = 7 


V -j] 

t y. \ = y 


V x 

t — 

V. o- ) 


Nessa Iransformacao. mantivemos a mesma orientacao espacial dos eixos em 
( S ) e (S'). Naluralmcnte, podemos ainda efetuar transformacoes puramente es- 
paciais (translacoes da origem e rotacoes dos eixos) sem afetar o carater iner- 
cial dos referenciais. 


6.5 If©it®s ®iffl©Bwe#iSe@s ela ¥L 

A TL da origem a uma serie de efeitos que sao puramente cinematicos, ou 
seja, nao envolvem a formulagao relativfstica das leis da dinamica. 
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(a) A contracao de Lorentz 


Chama-se valor prdprio de uma grandeza ffsica o valor dessa grandeza me- 
dido num referencial onde o objeto ao qual esta associada encontra-se em repouso. 

Consideremos entao uma barra que esta em repouso ao longo do cixo O'x 9 em 
( S % com suas extremidades nos pontos xi 9 e x{. 0 comprimenio prdprio da barra 
6 ent2o 



(6.36) 


Como definimos o comprimento I da barra em (S). uma vez que ela esta-se deslo- 
cando com velocidade V em relacao a (5)? 

Se X] ( t ) e x.i{t ) sao os ponros de (.V) que coincident com as extremidades da 
barra no mesmo instante 1 em (5), ou seja, simultane ament e em relacao a (5), o 
comprimento / em S e definido como 


/ = * 2 (r) - X, (f) 


onde x\ ( t) e xi ( t ) sao dados pela TL (6.30) 


(6.37) 


ou seja. 




l_ 


l = Vl-P : l 0 

&k) 


CONTRACAO de 

LOR EN'TZ-FtTZGERALD o 6; 


Assim, o comprimento da barra em movimento e menor que seu comprimento 
proprio. Esse efeito ja havia sido sugerido por Lorentz e por FitzGerald antes da 
teoria da relatividade para explicar o resultado nulo do experiment de Michelson 
e Morley, mas sem justificd-lo. 

Convem notar a diferenca entre comprimentos longitudinals e transversals a V: 
vimos na fig. 6.17 que comprimentos transversals nao se alteram, porque podem 
ser determinados simultaneamente em ambos os referenciais. No caso longitudinal, 
o que e simultaneo em (5) nao e simultaneo em ( S'), o que e a razao da diferenca. 

Se consideramos um volume . como as dimensoes transversals nao se alteram, 
o volume proprio vo aparece conlrafdo quando medido em movimento: 
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; 


' I 

v = -fl - P 2 v 0 


(6.39) 


A contracao e urn efeito recfproco: uma barra em repouso em (5) tambem aparece 
contraida quando seu comprimento e medido em ( S ') , como tem de ser pelo prm- 
cipio de relatividade ( V -» - V). 


-v 


B, 


A, 


B. 


Embora o conceito de simultaneidade en- 
tre na definicao do comprimento da barra 
em movimento, a contracao pode ser de- 
tetada sem o auxllio de relogios, confor- 
me Einstein observou. Basta considerar 
(fig. 6.7) duas barras Ai B, e A 2 B 2 de 
mesmo comprimento proprio Iq que se 
movem, em relacao a (5), em sentidos 
opostos. com velocidades v e — v. Por simetria, as extreniidades se superpoem (A 2 
com Ai e B 2 com B ( ), simultaneamente em (S), coincidindo neste instante com dois 
pontos A e B de (5). A distancia A B em (S) e l = Iq V 1 - p 2 . Vemos portanto 
que a contraqao nao e uma propriedade de uma unica barra, mas uma relacao red - 
proca entre duas barras em movimento relativo entre si. 


Fig. 6.7 Detecao da contracao de Lorentz 
sem reloaios 


0 aspecto visual de objeros em movimento 



Fig. 6.8 Versao popular da contracao de Lorentz 


Em livros de divulgacao sobre relativida- 
de, encontram se muitas vezes figuras co- 
mo a fig. 6.8, procurando representar o as- 
pecto visual de urn automdvel (p. ex.) em 
movimento com velocidade relativistica, 
achatado pela contracao. Sera que se ob- 
servaria mesmo dessa forma a aparencia 
visual dc um objeto cm movimento com 
velocidade suficientemente elevada? 


A resposta, mostrando que a figura 6.8 e inteiramente falsa, so foi dada em 
1959 por J. Terrell/ 


* 


J. Terrell, Pkys. Rev . 116, 1041 (1959); V. F. Wcis.sk.opf, Phys. Today 13, 24 (1960). 
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A razao e que a imagem de um objeto, quer na retina, quer numa chapa fotografica, 
e formada por raios de luz que chegam essencialmcnte ao mesmo tempo para formar a 
imagem, mas, por isto mesmo. partiram do objeto em instantes dife rentes, conforme o 
ponto de onde provem. Devido ao movimento do objeto, nao temos entao urna repre- 
sentagao “instantanea” dele, mas sim uma imagem disiorcida. representando a posicao 
de diferentes pontos em diferentes instantes (em relagao a S). 

Surpreendentemente, para objetos que subtendem um angulo visual pequeno, a 
contracao de Lorentz-Fitzgerald corrige uma distorcao que apareceria se ela nao 
existisse, e fomece uma visao do objeto com sua aparencia "normal" (a mesma que 
tem em repouso) ? tendo apenas o efeito equivalente a uma rotacuu. 


(a) 



Obscrvador 


(b) 


, v . 





* 



By 

B 

C 

t 

1 

1 

F 

A 

D 

I 


Vi 


c 2 


(c) 


^V__^ 

. i _ ! 

C 


E 

B 

C 

1 

A 

D 



sen 0 cos 0 


Para ver como isso acontece, conside- 
remos um cubo de aresta = 1 unidade 
de comprimento que se move na dire- 
cao de uma aresta, com velocidade V, 
e esta sendo observado desde uma dis- 
tancia muito grande (angulo visual pe- 
queno, raios de luz quase paralelos) 
numa direcao ± ao movimento [fig. 
6.9(a)]. Os pontos da face A / B / C / D / 
sao equidistantes do observador, de 
modo que na fisica nao-relativfstica 
(N.R.), ela aparece ao observador co- 
mo um quadrado de lado 1. Entrelan- 
to, para a face A'B 'E '¥ ' , perpendicu- 
lar a V. luz da aresta E'F'deixou o 


cubo E'B'/c = 1/c segundos antes 
da luz provemente de A'B para che- 
gar ao observador ao mesmo tempo. 
Assim, deixou o cubo quando E'F' 
estava na posicao E"F" [fig. 6.9(a)], 
uma dislancia V/c para tras, de forma 
que a face ABEF aparece como um re- 


Fig. 6.9 Aspecto visual de um cubo em movimento 

tangulo de altura 1 e base V/c [fig. 6.9(b)]. O resultado se assemelha a visao em 
perspectiva de um paralelepfpedo alongado, nao de um cubo. 

A contracao de Lorentz faz com que AD e BC aparecam com comprimento em 
(S) igual a V 1 - V~/c J . sem alterar a visao da face ABEF transversal ao 
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movimento. O resultado [fig. 6.9(c)] e a imagcm em perspective de um cube (a 
distorcao e eliminada) que sofreu uma rotagdo por um angulo 9 ; onde 


V I V 

sen 0 = — , cos-0 = J 1 T (6.40) 

c V c~ 

Da mesma forma, pode-se mostrar que uma esfera nao e vista como um esferdide: 
permanece com a aparencia visual de uma esfera devido a contracao de Lorentz. 
Vejamos agora o efeito da TL sobre intervalos dc tempo. 

(b) A dilatagao dos intervalos de tempo 

Consideremos um relogio em repouso em ( S'), p. ex., na origem O ' das coor- 
denadas. O tempo t marcado por esse relogio e portanto tempo propria , e vamos 
representa-lo por t. 

A coordenada tempo t correspondente em (S ) obtem-se da TL inversa (6.31) 
fazendo x' = 0: 


t = yf = yx (6.41) 

de forma que a rela^ao entre intervalos de tempo At em (S') (tempo propria do 
relogio em repouso) e os intervalos de tempo correspondences em ( S ), onde o 
relogio esta em movimento, e 


t = y At = 


At 


(>at) 


(6.42) 


Dai o nome de dilalacdo dos intervalos de tempo dado a esse efeito. 

Da mesma forma que para os comprimentos, o efeito e reciproco: um relogio 
em repouso em (S) marca intervalos de tempo maiores em (A'). O efeito e con- 
trario ao dos comprimentos, porem: o movimento contrai os comprimentos, mas 
dilata os tempos. 

Como detetar o efeito? O relogio dc (S')* por hipotese, esta sincronizado com 
o de (S ) na origem comum: r = i' - 0 para x = x' = 0. Decorrido um tempo t' 
em (S'), o relogio em O' esta passando por um outro relogio em ( S ) e podem-se 
comparar as leituras; a leitura em (S) sera t , dado pela (6.41). Logo, o efeito resulta 
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de comparar um unico relogio em (S') com dois relogios diferentes em (5), sin- 
cronizados segundo o criterio de Einstein. 

Uma confirmagao experimental de grande impacto desse efeito e a desinte- 
gragao dos muons (mesons |X ) dos raios cosmicos, partlculas carregadas analogas 
aos eletrons mas de mass a cerca de 200 vezes maior, que se desintegram segundo 
o esquema 

• u -* + v M -> e* + v e + v„) 

t T 

antineutrino do e I neutrino do 1 1 

Observando a desintegracao de muons em repouso no laboratories pode-se me- 
dir sua vida media T» , que e » 2,2 x 10" 6 s. 

Sabe-se, por outre lado, que muons sao produztdos quando raios cosmicos 
colidcm com nucleos ao penetrar na atmosfera da Terra, e uma fracao apre- 
cidvel deles chegam ate a superffeie. Ora, durante uma vida media, mesmo 
viajando com velocidade v ~ c, um muon percorreria uma distilncia 
~c Tu - 3 x 10 x 2,2 x 10 m * 660 m, cm lugar de distancias > 10 km, como 
ocorre quando sao produzidos na alta atmosfera. Como se explica a observagao de 
uma fragao apreciavel dos muons apos um nurnero tao grande de vidas medias? 

A explicagao e dada pela dilatagao dos intervalos de tempo. A vida media 
e um tempo proprio , no referencial de repouso do muon. Em relacao a Terra, mui- 
tos muons se movem com velocidades relativfsticas. tendo V/c > 0,995, o que cor- 
responde a um fator de dilatacao temporal y > 10. A vida media no referencial da 
Terra passa a ser > 2,2 x 10 e os muons podem penetrar atraves de > 6,6 km 
de atmosfera durante uma vida media, o que explica os resultados observados. 

Ubtemos uma explicagao equivalente deslocando-nos para o referencial do 
muon, onde a vida media e T r Entretanto, para um muon com V/c > 0,995, e a 
espessura da atmosfera que sofre uma contracao de Lorentz por um fator y > 10, 
levando ao mesmo resultado. 

6.6 A lei relativistic®- de cemposifdo de velocidades 

Consideremos uma partfcula em movimento arbitrario em relacao a (S'), com 


x 




(6.43) 





(6.46) 
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As (6.46) dao a lei relativistica de composicdo de velocidades. Se 
| v I « c , V « C, ela se reduz k lei de Galileu (6.2), a menos de pequenas cor- 
re$oes (exatamente, quando c —> 00 ). O caso geral, em que Y tern uma direcao 
qualquer T obtem-se, por um metodo analogo, das expressoes (6.35) da TL geral 

Tambem podemos interpretar as (6.46) de 
forma diferente (fig. 6.10). A partfcula P 
se move em relacao a (S) com velocidade 
v. Podemos considerar cm (S ) outra par- 
tfcula O ' que se move, em (S), com velo- 
cidade V s e perguntar: qual e a velocida- 
de relativa da partfcula P em relacao a 
partfcula O '? 

Na mecanica ncwtoniana. essa velocidade relativa e dada por v ' = v — V, 
como consequencia da transform agao de Galileu (6.2). Daf seguiria que. se duas 
particulas se movem em sentidos opostos com velocidades c e -c, a sua velocidade 
relativa seria 2c; vemos que esta definicao nao e aceitavel. 

Entretanto, a definicao correta da velocidade relativa de P em relacao a O ' e: 
a velocidade v' dc P em relacao a um referencial (S') onde O' esta em repouso. 
Vemos entao que a velocidade relativa v / e dada precisamente pelas (6.46). 

Decorre das (6.46) (a demonstracao sera deixada como problema [Probl. 6.4]) 

que 


(v/ -» V\{ , v x V v • V). 



Fig. 6.10 Velocidade relativa 




(6.47) 


Uma consequencia importante desse resultado e que, se as magnitudes de duas 
das velocidades v , v' e V sao < c, o mesmo vale para a 3. a : a composicdo de 
ducts velocidades menores que c, re lati v is lie amen te, nunca pode levar a uma resul- 
tante maior que c. Em particular, se v —> c. o mesmo vale para v mesmo que 
I V I tenda a c. 
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6.7 intervenes 

Consideremos dois evemos 1 e 2. quc ocorrem nos ‘pontos do espaco-tempo ’ 
( Xj , fi ) e (x 2 ,^) ? respectivamente, em relagao a um dado referencial (5). Sem 
restricao da general idade, podemos supor que xi = 0 e t\ = 0, tomando o evento 1 
como origem das coordenadas e do tempo, e escrever: x 2 = x . h = t. 

Tanto x como t sao grandezas relativas , isto e. dependenies do referencial, 
mas existe uma grandeza as-sociada as coordenadas espaciotemporais dos dois even- 
tos que 6 invariants. tendo o mesmo valor em qualquer referencial inertial : 



Com efeito, com a escolha de origem feita. 


( 6 . 48 ) 



2 .2 
- C t 


1 ? 2 ,2 

X' 4- V" + z~ — c~ t 


( 6 . 49 ) 


e as equacdes da TL foram obtidas precisamente impondo a condicao de que essa 
grandeza lenha o mesmo valor em qualquer referencial inercial [o fato de que esie 
valor fosse - 0 nao entrou na (6.21)]. 

A grandeza invariants par TL (sn) 2 , que pode ter qualquer sinal 
( > 0 , < 0 ou = 0 ), chama-se o quadrado do intervalo entre os eventos 1 e 2. 
Vejamos agora, sempre adotando um dos eventos como origem, como na (6.49), a 
interpretacao fisica do sinal de (S 12 ) 2 , que tern um carater absolute , pois e o mes- 
mo em qualquer referencial inercial. 


(a) (.5 I2 f < 0 


Nesse caso, escrevemos 



( 6 . 50 ) 


unde 6 real. Pela (6.49), temos 


x 2 - c 2 r < 0 => [x| < c 1 1 


( 6 . 51 ) 
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de modo que a distancia entre os pontos onde ocorrem os dois eventos e menor do 
que aquela que seria percorrida por um sinal luminoso durante o intervalo de tempo 
t que os separa. Isso impiica que e possfvel enviar um sinal de um cvcnto ao outro. 
de forma que um deles pode ser a causa do outro. 

A (6.51) admite duas possibilidades: (i) t > lx I /c : 2 ocorre depots de 1 e 
pode ser causado por 1: (ii) i < - lx I / c: inverte-se a ordem temporal entre 1 e 2. 

Consideremos um referencial (S') que se move em relacao a (S) com veloci- 
dade V; pela TL geral (6.35), 


f V ' x) 

t =y\t- 


v 


c 2 J 


(6.52) 


Temos 



C 


x_ __ V • S < X 
c c 2 c c 


ou, como I V / c I = p , 


V • x 

S3 

0 

c 



(6.53) 


onde usamos a (6.51). 

Comparando com a (6.52), e com p < 1 ( I v I < c), vemos que (i) 
r > 0 -> / ' > 0 ; (ii) t < 0 -> t ' < 0. 

Logo, no caso (i), o evento 2 ocorre depots do evcnto 1, em qualquer referen- 
cial com pel, isto 6, estd no futuro absoluto de 1, o que e consistente com o 
fato de que 1 pode ter causado 2. No caso (ii). o evento 2 ocorre antes do evento 
1 cm qualquei referencial com p 1, ou seja, esu5 no passado absohiio de 1, 
podendo portanto ter sido a causa de 1. 

Vemos agora por que c nao e apenas a velocidade da luz no vacuo, mas tem 
de ser a velocidade limite de propagacuo de qualquer sinal e de movimento de 
qualquer referencial : se assim nao fosse, se admitissemos a possibilidade de 
P > 1, seria possfvel violar o principio de causal idade, invertendo a sucessao de 
causa e efeito! (Morrer antes de ter nascido, por exemplo). 

Podemos mostrar tambem que, para ($ 12 ) < 0, sempre existe um referencial 
inercial onde os eventos I e 2 ocorrem no mesmo ponto do espago. 

Com efeito, na TL geral (6.35), 
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xji = T (x„ - V 0 

x' = X 


(6.54) 


Se escolhermos V // x, sera x± = 0, e basta to mar 

V - - (=> x' = 0 - x) (6.55) 

o que e possfvel porque I V I = I x I / f t\ < c. Esse e o referencial que sai de 1 no 
instante C) em que 1 ocorre e chega a 2 no instante t da sua ocorrencia. 

Nesse referencial, como x' - 0, 

(sj = -S (l n f = -c 2 S- { ^71 (6.56) 

mostrando que x 6 o interval o do tempo entre os eventos 1 e 2 num referencial 
onde eles ocorrem em repouso (no mesmo ponto O), ou seja, t e o Lntervalo de 
tempo proprio entre os 2 eventos (marcado por um reldgio em repouso). Dizemos 
nesse caso que a separacao entre eles 6 do genero tempo. 

(b) o„j > 0 


Nesse caso, em lugar da (6.51), teremos 


x > ct 


x|. |xj 

— < t < — 
c c 


(6.57) 


de modo que nenhum sinal com velocidade < c pode ligar um evenio ao outro: um 
dos eventos nao pode ser a causa do outro. 

Ness as condicoes, sempre exist e um referencial onde os do is eventos sdo si- 
mult&neos. Com efeito, para que seja [cf.(6.52)l 


t ■ Y 


t - 


V ■ x 


= 0 


basta tomar V // x e 
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\T " 

[V 


cl 

V = j-j- X 


— 

— 

< 1 

ixl 

\c 


X 








Nesse referencial. 



- c 2 1' 2 




(6.58) 


(6.59) 


e a distdncia propria entre os dois eventos. 

Um inlervalo desse tipo diz-se ser do genero espaco: os dois eventos tem uma 
separacao do genero espaco, ou ainda, sao absolutamente separados. 

Conforme tomemos I V I maior ou menor que o valor (6.58). podemos encon- 
trar i' < 0 ou t ' > 0. Logo, nesse caso, dizer que um evento ocorre ‘"antes” ou 
“depois” do outro 6 um coneeito relativo: depcnde do referencial. Isso 6 consistente 
com a inexistencia de relacao de causa e efeito entre eles. 

Um exemplo de dois eventos coin separacao do genero espaco e o da queda 
dos relampagos (simultanea no referencial dos trilhos) nas duas extremidades dc 
um trem (Sec. 6.3): conforme o trem se mova para a frente ou para tras. qualquer 
um dos dois eventos pode ser visto como ocorrendo antes do outro, no referencial 
do trem. 


00 (%) 2 -o 

Neste caso. 


(6.60) 


e os dois eventos podem ser ligados por um sinal luminoso. Diz-se que a separacao 

& 

entre eles 6 do genero luz (um esta no cone de luz do outro). 



* 


A (6.60). no espaco-lempo quadridimensional, c a equagao de um cone, o cone de luz , que coria o piano 
(x, 0 uum par de reias de coeficicnie angular ± c. A linha de an/ verso de uma partlcula livre (sua irajettfria 
no espaeo-tcmpo) e umareta (coeficienie angular I v I < c) conrida dcntro desse cone (cf. fig. 6.20). 
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O fator de propagacao de uma onda elelromagnetica plana monocromatica no 
vacuo e 


= exp (-2 7 tjF) j (6.61) 


onde 


exp 


,k 


x - cor 


= exp 


-i co 


t - 


U X 


F = v 


x - 


11 X 


(6.62) 


tem uma interpreta^So fisica simples. 

Com efeito, suponhamos que, para t = 0, a origem O de um referential (5) 
esceja sendo cruzada por uma crista de onda. Essa crista atinge o ponto x no ins- 
tante 


t 0 = (n - x) / c 


(6.63) 


Se escolhermos t de tal forma que F na (6.62) seja um numero inteiro. este numero 


F = v(t-t 0 ) (6-64) 

e entao o numero de cristas de onda que cruzaram a origem depots de t — 0 e 
alingem x entre to e o instante t. Assim, F = i para t - t 0 = X = 1/v (um pe- 
riodo). F - 2 para t — fo = 2x, etc.. 

Seja agora ( 5 ') um outro referencial inercial que se desloca cm relacao a (5) 
com velocidade V na direcao x, e tal que 0 = 0' para / = t ' = 0. 

Se ( x ' , 7 ') corresponde a ( x ,0 em ( 5 '), 


F' = v' f' 




(6.65) 


e o iuimero de cristas de onda que cruzaram x ' [mesmo ponto P em (S') ] depois 
daquela que passou por O' = O em t' = t = 0, entre os instantes (correspon- 
dente a to ) e t Esse numero tem de ser identico a Z 7 , porque a primeira e a ultima 
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frente de onda se correspondem em ambos os referenciais [as coordenadas do even- 
to “cruzamento da tiltlma” sao ( x , i ) em (5 ) e ( x ' , t ') em (5')],eo numero de 
cristas enire os dois eventos tern um sentido absoluto (tem de ser o mesmo em 
ambos os referenciais); tambem poderfamos tomar o numero de zeros do campo 
eletromagnetico, E = B = 0. que tem carater absoluto. 

Logo, 


F - F' (6.66) 


ou seja. a fase de uma onda eleiromagnetica plana monocromdtica e uma grandeza 
invariante. 



Suponhamos, para simplificar, que o ponto P, de coordenadas x em (5) e x' 
em ( S' )> esta no piano (x y), de forma que (fig. 6.11) 


u = (cos 0 , sen 0 , 0) ; u' = (cos 0' , sen 0' , ()) 


(6.67) 


Temos entao 


F’ S v'(t' - — cos 0' - sen 0'^ 
V c c j 


( 6 . 68 ) 


e. usando as equacoes (6.31) da TL inversa. 


F = v' 


x y 

t cos 0 — — sen 0 

c c 
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= V 


Y + 


1/ 


X 


■ — cos 0 (x' + V t') - — sen 0 
c c 


V 


F = 7 v 


I - ^ «S | 

c j c 


V ' 

cos 0 — 


x' — — sen 0 y' (6.69) 
c 


que, pela ( 6 . 66 ), tem de ser identica a ( 6 . 68 ) quaisquer que sejam t\x' e y 

V 

Tsto so e possfvel se os coeficientes forem identicos. o que da, com — = (3, 


! v' = 7 v (l - p cos 0) (6.70) 

que e a express do relalivistica do efeito Doppler. 

Tambem se pode obter dessa forma a relag ao entre as direcdes de propagacao 
0 ' e 6, que sao diferentes devido k relatividade da simultaneidade [frentes de onda 
em ( S ) nao coincidem com frentes de onda em (S') ]. Essa variacao de direcao 
corresponde ao fen 6 men o da aherragdo, que desloca a posicao aparente das estre- 
las. O efeito astronomico foi primeiro observado por Bradley em 1728. A relacSo 
entre 0 ' e 0 sera deixada como exercfcio (Probl. 6.5). 

Voltando ao efeito Doppler relativistico para a luz, e interessante comparar a 
(6.70) com os resultados andlogos da ffsica nao-relativfstica na actisrica , obtidos 
em Ffs. Bds. 2, Eq. (6.9.11) e Probl. 6.16. Para adapta-los a notacao atual, 6 pre- 
ciso trocar neles V — * — V , pois V e para nos a velocidade do observador em 
relacao k fonte, e la foi tornado como velocidade da fonte em relagao ao ob- 
servador. 

Na acustica, a definicao de p seria : 

P = V / v (v = veloc. do som no ar em repouso) (6.71) 


e 6 preciso considerar duas situacoes diferentes: 
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Fonte em repouso na atmosfcra 
Observador cm movimento com - 
velocidade V na direcao 9 


v = v 0 (l - p cos 6) 


(6-72) 


Observador em repouso na arm. 
Fonte em movimento com 
velocidade V na direcao 8 


V, 


V = 


1 + (3 cos 0 | 


(6.73) 


onde Vo e a 4: frequencia propria” da fonte em seu sistema de repouso. 

No caso da acdstica. as duas situacoes dao resultados diferentes. porque existe 
um referencial privilegiado: aquele em que a atmosfera esta em repouso. Para 
0 = 0, p. ex., e P « 1, 

Fonte em repouso v = v 0 (l - (3) 

(6.74) 

-P + P 2 -- 

vemos que as duas expressoes diferem por termos de 2. a ordem em [3. Por outro 
lado, para observagao Transversal (0 = 7t/2), nao ha efeito Doppler acustico: 
V = Vo nos dois casos. 

O efeito Doppler relativistico para a luz, dado pela (6.70), $6 depende da velo- 
cidade relativa V do observador com respeito a fonte. como tinha de ser. Para 
0 = 0 , 

P"-t v (1 - w ■ v = v Jifj < 6 - 75 > 

Se existisse o eter como referencial absoluto, clc desempenharia o mesmo pa- 
pel que a atmosfcra para o som, e tenamos de distinguir entre os dois casos. Alias, 
as (6.72) e (6.73) tambem resultariam da (6.66) se aplicassemos a transformagao de 
Galileu em lugar da TL (Probl.6). 


Observador em repouso 


Vf 


V = 


1 + p 


= V 


o(l 
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oppier 


O efeito relativistico (6.70) so difere da (6.72) pelo fator 7 = ( 1 - (3 2 }“ l/2 , 
que representa o efeito cinematico da dilatagao dos intervalos de tempo. No caso 
relativistico, esse fator persiste para observagdo transversal. 



71 ' 

/ 

f 1 ' 


V' 

0 = - 

V 

- y v = (1 - 

0 

V 


EFEITO 

DOPPLER (6.76) 
TRANSVERSAL 


A observacao e diffcil, n3o s 6 por ser um efeito de 2. a ordem, mas tambem 
porque um pequeno desvio da direcao 0 = n /2 introduz correcoes adicionais de 
ordem p . Entretanto. uma observagao direta foi feita por W. Kundig em 1963, 
usando raios 7 de uma font© radioativa colocada no rotor de uma centnfuga em 
alta rotacao. Os resultados confirmaram inteiramente a (6.76), e podem ser consi- 
derados como outra verificagao experimental do efeito dc dilatacao dos intervalos 
de tempo. 

Quando se compara 0 espectro da lnz proveniente de uma gal&xia distance, 
onde e possivel identificar linhas de absorcao caracteristicas (cf. Sec. 7.6) (p. ex., 
duas Iinhas de absorgao devidas ao calcio ionizado), com as mesmas linhas num 
espectro terrestre, verifica-se que os comprimentos de onda na luz proveniente da 
gal ax i a sofreram um desvio para o vermelho (v' < v) . 

Em 1929, 0 astronomo americano Edwin P. Hubble propOs a hipdtese arrojada 
de que esse desvio seja devido ao efeito Doppler , com a galaxia observada se afas- 
tando de nos com um dado valor de (5, determinado pela (6.75) a partir de v Vv. 

A aplicacao da ideia de Hubble a um grande niimero de galaxias mostrou que 
a velocidade de recessao V e proporcional a distancia r da galaxia a Terra: 

\v = H 0 r\ (6.77) 


onde Hq se chama a const ante de Hubble. O valor de H 0 ceve sua determinacSo mais 
recente em 2003, a partir de observacoes efetuadas pelo satelite WMAP (Wilkinson 
Microwave Anisotropy Probe), resultando ser igual a 71 (±4) km/s por Mpc (1 Mpc 
= 1 Megaparsec = 10 6 pc; I pc « 3.6 anos-luz). 

O resuitado de Hubble foi a primeira indicacao de que o Universe nao e estati- 
co, encontrando-se em expcinsdo ; voltaremos a discutir cstc resultado mais adiante 
(Seg. 6.13). 
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6.9 Memento relafmifice 


Apos substituir a cinenidtica newtoniana, baseada na Iraiisforma^ao dc Gali- 
leu, pela cinemiStica relativi'stica (TL), e preciso reformular a dinamica newtoniana 
para que seja compatfvel com a nova cinematica. 

Esperamos que, de confonnidade com a experi6ncia, a mecanica relativi'stica 
se reduza a mecanica newtoniana, com muito boa aproximagao, quando to das as 
velocidades envoi vidas forem « c. 

Entretanto, ja aparece uma diferenca basica se perguntarmos que tipos de for- 
gets podemos considerar. Na mecanica newtoniana, admitem-se forcas de interacao 
entre particulas que ficam inteiramente determinadas pela suas posicoes (distan- 
ces) instanfaneas, fa is crvmn a grnvilaeaa, dada pela lei de Newton da gravitacao 
universal. 

Tais forgas sao inadmisslveis na mecanica relativi'stica: o conceito de “posi- 
goes simultaneas” das particulas de urn sistema depende do referencial, e a veloci 
dade limite de propagagao das interacoes e c. 

Entre as interagoes fundamentals, podemos admitir as eletromagneticas, cuja 
formulacao e compatfvel com a relatividade; a velocidade de propagacao no vacuo 
das interacoes eletromagndticas € c . 

Um outro tipo de interacao, descrita fenomenologicamente, a nfvcl macros- 
copico, que podemos admitir, sao forcas de contato , que atuam apenas quando 
duas particulas entram em contato numa eolisao, e podem ser idealizadas como 
atuando apenas no instante e no ponto de contato. sendo portanto compatfveis 
com a relatividade. 

As leis da dinamica relativfstica, como as leis da dinamica newtoniana, nao 
podem ser “deduzidas”. Procuraremos chegar a elas de forma heurfstica, usando 
forgas de contato e admitindo a validade geral de leis de conservagao, que, como 
sabemos, englobam alguns dos principles mais basicos da dinamica. 

Hd outra forma de inferir essas leis utilizando de forma sistematica o fortna- 
lismo covan ante, que garante automaticamente a eompatibilidade com o prinefpio 
dc relatividade, mas as limitacocs dcste curso nao permitirao desenvolve-lo aqui 
(cf. Sec. 6.12). 

Qualquer que seja a abordagem, a justificativa final das leis inferidas para a 
dinamica relativfstica encontra-se no seu acordo com a experiSncia. 

O prinefpio basico do qual vamos partir e o da conservagao do momenta num 
processo muito simples de eolisao elastica entre duas particulas identicas |este me- 
todo € devido a G. N. Lewis e R.C. Tolman (1909)1. 
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Na mecanica newtoniana, o momento dc uma particula e dcfinido por 

d x 

p = my = m — (6.78) 

d i 

onde v e o seu velor velocidade e m uma grandeza escalar que se admite implici- 
tamente ser uma caracterfstica invariavel da particula, sua massa inercial. 

Vamos admitir que na mecanica relativfstica o momento seja da mesma forma, 
proporcional a v, mas vamos admitir maior general idade para o coeficiente m\ con- 
tinuara sendo um escalar, mas nao necessariamente invariavel: pode depender da 
unica grandeza escalar associada a v, a magnitude v = 1 v I da velocidade: 

j in = m (v) ; v = [v| (6.79) 


de forma que 


p = m (v) y ( 6 . 80 ) 


Vamos chamar de a t b as duas partfculas ideniicas (podemos imagina-las 
como dnas bolinhas), e vamos adotar um referencial (S') (referencial do CM) em 
que o momento total do sistema se anula antes da colisao (portanto tambem de- 
pois), e no qual ela tern lugar num piano, que escolhemos como (x' ,y') \ o efeito 
da colisao consiste em inverter as componentes da velocidade das partfculas ao 
longo de um eixo, que escolhemos como y \ sem alterar as componentes x'. 

As componentes x' e y ' das veloci- 
dades das partfculas a e b em ( S ') an- 
tes e depois da colisao estao represen - 
tadas na Tabela 1, conforme a fig. 
6.12, onde 


/ = + < 2 ( 6 . 81 ) 


tem o mesmo valor para ambas as par- 
tfculas, antes e depois da colisao [lo- 
go, tambem m ( v ') ]. 


*y 





-►x’ 


/ 0 ’\ 


\ a (depois) 


\ 


Fig. 6.12 Colisao elastica 
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TABELA 1 


Componentes das velocidades em (.S' 7 ) antes e depois 


Antes 

Vx Vy 

-Vx 

Depois 

Vx ~ Vy 

-V x ' 


Particula a 

Particula b 


Pela (6.80), o momento total 6 = 0 antes e depois, qualquer que seja a forma 
da funcao m (v) , de modo que a lei de conservagao do momento e satisfeila no 
referencial (S'). 

Pelo Princfpio de Relatividadc, o mesmo deve. valer em qualquer ontro refe- 
rencial inercial. Seja entao (Sj um referencial em relacao ao qual (S') se desloca 
na diregao x com velocidade V: as componentes das velocidades em relagao a (S ) 
resultam da lei relativfstica (6.46) de composicao de velocidades aplicada a TL 
inversa (V — > -V) , o que da, partindo da Tabela 1, os resultados da Tabela 2. 


TABELA 2 ‘ (p = V/c) 


f i 

Componentes das velocidades cm ( 5) anres e depois da colisao 

! • 

; Componente 

• 

x 

y 

X 

II 

y 

1 


(vx + V) 

v f- p r v/ 

(-V X ' + V) 

-V 1 - p- V-/ ] 

Antes 

1 1 + (Vx'V/c 2 )] 

[1 + O/l f/c 2 )] 

[1 - v/ V/c~ [ 

f 1 - Vx V/c 2 ] i| 


( V/ V) 



1 


^ i - P " V/ 

( — v x + V) 

. Vl-P^ Vy' 

Depois 

M + (rx'V/c 2 )] 

1 + (vx'V/c 2 ) 

II - v/V/c 2 ] 

[1 - vx’V/c 1 J | 

i| 

Particula a 

r 

Partfcula b 

n 


O modulo v a da velocidade da particula a antes e depois da colisao e o mesmo, 
e o mesmo vale para a velocidade Vh t da particula b 7 mas v a & v A . A conservacao 
do momento em (5) se escreve: 
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+ m K) v i 


antes = 




depois 


(6.82) 


o que e automatic am ente satisfeito para a componente x. Para a componente v, pela 
Tabela 2, a (6.82) da 





(6.83) 


o que so pode ser satisfeito para valores arbitrarios de v r ' e v/ se ambos os mem 
bros forem identicamente nulos. ou seja. 



c 


(6.84) 


Resulta porem da identidade (6.47) ? onde P = — V/c, que 



(6.85) 


e, substituindo na (6.84). 



Introduces h retativrJdde 


Logo, embora as duas partfculas que colidem sejam identicas, os escalares cor- 
respondences m (v a ) t m(vt,) nao sao os mesmos para velocidades v a # v b . Entre- 
tanto, a grandeza 



e independence da magnitude v da velocidade (invarianle). Isso dd 


m 


00 = 




w 0 S m (0) 


1 - 


(6.87) 


onde mo e o va/or proprio de /« (u), obtido quando a partfcula esta em repouso. 

Mas, no limite de baixas velocidades, devemos obter a mecanica nao-relativis- 
tica (newtoniana), em que m representa a massa da partfcula. Logo, m 0 e a massa 
de. repouso, e a expressao relativistica do momenta deve ser dada por 


p = m (v) v = 


m o v 


ll 


1 - 


V 


2 


( 6 . 88 ) 


A caracteristica da inercia da partfcula que tern um significado invariance 6 a sua 
massa prdpria mo. 


6.10 Energies relativisfiea 

A lei fundamental da dinamica, na forma em que foi enunciada por Newton, e 
mantida na relatividade: 



(6.89) 


mas, como vimos, nem todos os tipos de leis de forcas sao compativeis com o 
prinefpio de relatividade. 




6 . \ 0 Lr.ergic reiauv&iicd 


213 


Para uma particula dc carga q movendo-se com velocidade \ num campo ele- 
tromagnetico, permanece valida a expressao da forca de Loreniz. 


F = q (E + v x B) 


(6.90) 


de modo que a (6.89) assume a mesma forma que ua mecanica nao-relativistica. 
exceto pela definicao do momento p, que e dado pela (6.88). 

O movimento de particulas carregadas em aceleradores, onde elas adquirem 
velocidades proximas de c , fornece testes experimentais abundantes das (6.88) a 
(6.90), confirmando-as com grande precisao. 

Em particular, isso se aplica a “variacao da massa com a velocidade” (6.87). 

A taxa de variacao temporal da energia cinetica de uma particula continua 
sendo dada por 


\ dT d p 

i dt dt 


(6.91) 


onde T representa a energia cinetica. Pela (6.88), 


dT 
d t 


= v • 


d_ 

dt 


■> V -/2 


1 - 


v 


= Wq V • 


d v 
d t 


-2 7 


d T 


1 - 


? > 


1 - 


v 


3/2 


1 ± P) 

2 rfr v ' 

a 

d v v 2 d v 

v ’ -77 — 

a t ^ c uT 


171 0 V 


d v 
d t 


1 - 


+ 


v 

7 

c“ 


1 - 


1/2 


3/2 


1 


c 




3/2 


1- 





214 


rvrrd i.k^o £ re'oiivi 


Cdd? 


ou seja. 


onde 


1 d / 2 \ 

d T d 

m n c 2 

dE 

d t 

r v i y V2 d t 

l cr ) 


f 2 > 

1/2 

dt 



Resulta que da (6.92) que 


(6.92) 


(6.93) 


T = E + constante 


(6.94) 


Por definicSo, a energia cin6tica de uma particula deve anular-se quando ela 
esta em repouso (v = 0). Portanio, a constante de integragao na (6.94) tem de valer 
( - mo c 2 ), o que da 



* > 

j 

CM 

N> 

f 

II 

1 . 


\h 

\i C y 



(6.95) 


Paid muvinicjitus com vclocidadcs Ivl « c, podemos empregar a expansao: 


1 - 

\ 




= i + I^ 

2 c‘ 


+ termos de ordem 



Substituindo na (6.95), resulta 


(6.96) 



o 


2 

V 


4 - ... 


(6.96) 
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ou seja, desprezando correcoes dc ordem superior, recuperamos a expressao nao-re- 
lativistica da energia cinetica. 

As (6.93) e (6.95) dao: 


E = m 0 r+I] (6.97) 

Conforme veremos abaixo, E representa a energia ioTal da particula, e a constante 
mo c 2 c a energia de repouso. 

Elevando ao quadrado ambos os membros da (6.88), obtemos 



2 2 
m 0 v 






-1 4-1 


V 





ou seja 



Comparando a (6.88) com a (6.93), obtemos tambem 


(6.98) 



(6.99) 


Vemos pelas (6.88) e (6.93) que, para m 0 t- 0 , tanto I pi como E crescem indefmi- 
dameme quando v — > c. Logo, uma panfcula de massa de iepuusu *= 0 iiunca pu- 
de atingir a velocidade da luz. 

Por outro lado, isso nao fica exclui'do pelas (6.98) e (6.99) para mo = 0; neste 
caso, temos; 



c e p 



( 6 . 100 ) 


ou seja, uma parlfcula com mo = 0 se move com velocidade c c a magnitude de seu 
momento e igual a sua energia total dividida por c. Nao e apropriado falar de “mas- 
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sa de repouso'* nesse caso, porque uma tal.partfcula nao pode ser reduzida ao re- 
pouso (seria necessario um refersncial com velocidade c). 

S ao conhecidas dims partfculas com essas propriedades: o foton e o neutrino 
(recentemente, surgiram du vidas sobre se a mass a dos neutrinos de fato € nula). 

No caso da radiacao eletromagnetica ja se sabia desde Maxwell que ela trans- 
porta nao so energia, mas tambem momento. Resulta das equacoes de Maxwell, 
fazendo o balango local de momento. que a densidade de momento iransportada 6 
dada por 



( 6 . 101 ) 


onde Seo vetor de Poynting, ou seja, a densidade de corrente de energia. No caso 
de uma onda plana, vimos |cf. (5.15)] que (no vacuo) 


S = cUu=Uc 


( 6 . 102 ) 


onde U 6 a densidade de energia. Logo, a (6.101) fica 



(6.103) 


o que eqiiivaie a (6.100), em termos de densidades. Por conseguinte, a teoria de 
Maxwell confirm a a (6.100). 

Uma das manifestacoes do momento transportado por uma onda eletromag- 
nctica e a pressao de radiacao. Quando a radiacao eletromagnetica 6 refletida ou 
absorvicla por uma superficie, ela sofre uma variagao de momento, exercendo por- 
tanto uma forca sobre essa superficie, que corresponde a pressao da radiacao. 

A 

E a pressao da radiacao solar sobre as caudas dos come las que as leva a apon- 
tar em direcoes que se afastara do sol (isto j<1 havia si do conjecturado cm 1619 por 
Kepler). Rccenlemente, a NASA fez testes com uma 14 vela espacia]”, qne usaria a 
pressao da radiacao solar para propulsao de um vefculo espacial. 


i.l 1 A inereia da energia 

A inercia da energia foi descoberta por Einstein em 1905. No ano seguinte, ele 
mostrou que se poderia obter o resultado com o auxilio de um argumenlo 
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heunstico, que vamos reproduzir agora. Como e tfpico em muitas contribuicoes de 
Einstein, baseia-se numa “experiencia imaginada”. 

Imaginemos que uma cavidade cilindrica 
evacuada de comprimento L flutua no 
espago (vacuo), ten do mass a M. 

Nas extremidades da cavidade (fig. 6.13) 
estao eolocados dois corpos A e B, cujas 
massas supomos desprezfveis em con- 
fronto com M. 

Suponhamos agora que o corpo A transmita para B uma energia A E, sob a 
forma de radiacao eletromagn6tica, e que essa energia seja totalmente absorvida 
por B. Admitimos que a duracao dos processos de emissao e absorgao (na regiao 
do visivel, ~ 10 _9 s) e desprezfvel em confronto com o tempo T = L/c que a ra- 
diagao leva para atravessar o cilindro. 

Pela (6.100), a radiacao transporta um momento A P = A E/c. A lei de con- 
servacao do momento implica entao que o centro de massa do cilindro adquire 
um momento — A P (recuo), no scntido B — > A. Logo, durante o intervalo de 
tempo T que a radiagao leva para atravessar o cilindro, o CM (centro de massa) 
se desloca de 


l -V - 



mm 


B j 

1 




< L > 

Fig. 6.13 Cavidade cilindrica 


~ — T = -—■- = ~AE (sentido B -» A) (6.103) 

M Me c Me 2 V ' 

Supontiamos agora que, apos ter absorvido a radiagao, o corpo B se desloca, 
sob o efeito unicamente de forgas internas ao si sterna, com velocidade v, ate atingir 
A. Seja mi a massa dc B apos a absorgao da energia A E. Novamentc pela conser- 
vacao do momento total, o CM do cilindro adquire, durante o movimento de B, 
uma velocidade V = m\v/M no sentido A B, e se desloca de 

V • — = (sentido A — > B) (6.104) 


durante o tempo L/v que B leva at6 atingir A. 
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Apos afingir A, B transfere de volta para A a energia AE que havia recebido, 
ficando com massa m 2 , e volta para a outra extremidade do cilindro, produzindo, 
por analogia com a (6.104), um deslocamento do CM de 


—nu 


M 


1 L (sentido B A) 


(6.105) 


Na situacao final, a distribuigao de energia e identica a inicial. O deslocamento 
resultantc do CM do cilindro e, pelas (6.103) — (6.105), 


A L AE 


(sentido A — > B) 


(6.106) 


Como no cilindro so agiram formas internas, e a confignracao final e identica a 
inicial, nao pode ter havido um deslocamento do CM. Logo, 



(6.107) 


ou seja, esta 6 a variacdo de massa do corpo 3 devida d transfer encia da energia 
AE. 

Mas a energia pode ser armazenada por B sob qualquer forma (termica, poten- 
cial, qufmica, ...). Logo, qualquer forma de energia xem indrcia, e a massa inercial 
m associada a energia E e dada pela celebre relagoo de Einstein 



(6.108) 


o que e um dos resultados mais importantes da teoria da relatividade restrita. 

Devido ao valor extremamente elevado do “fat or de conversa o' c 2 , a variagao 
do massa associada a variacao de energia em processes macroscopicos usuais e 
demasiado pequeaa para ser detetada. Por exemplo, quando 1 mol de O 2 se com- 
bina com 2 mol de H 2 para formar 2 mol de agua, a variagao de massa associada 
ao calor de reagao e - 10” u> da massa total, varias ordens de grandeza menor do 
que o limite da precisao na medida da massa. 

Entretanto, o proprio Einstein chamou a atengao ja em 1 905 para a possibili- 
dadc de verificacao experimental em processes radioativos , em que a energia libe- 




6 ' 2 O espage-tempo d? M/iirKcwsId 


219 


rada e muito maior. Com efeito, a relacao de Einstein desempenha um papel extre 
mamente importante em ffsica nuclear, onde ela foi verificada com grande precisao. 

Caso exista um processo pelo qual massa de uma partfcula possa ser converti- 
da em energia, a (6.108) tambern define a “taxa de conversao". Depois da des- 
coberta do pdsitron por Anderson (1932), foi verificado por Blacken e Occhialini 
que um raio y , passando prcSximo de um nucleo (cuja presenga e necessaria para 
que haja conservagao do momento), pode criar um par eleiron-positron . Para isso, 
e necessario que a energia do y seja superior ao dobro da energia associada a 
massa de repouso do eletron, ou seja, > 1,02 MeV. Recentememe, observou-se tam- 
bem a criagao direla de um par por colisao entre dois fotons. 

Reciprocamente, um par eJetron-positron pode aniquilar-se em dois raios y, 
cofiveilendo Loda a massa em eiieigia de iadiacau. 

Na ffsica pre-relativfstica, o princfpio de conservacao da energia e o principio 
de conservacao da massa eram considerados como independentes. A relacao de 
Einstein unificou esses dois princfpios. Entretanto, na maioria dos processos, a 
massa (determinada por pesagem, por exemplo) e a energia (medida pelo trabalho 
realizado) se conscrvam separadamente. A razao e que apenas uma pequena parte 
da energia total tern um papel ativo no processo: o restante, incluindo a massa de 
repouso, nao toma parte no processo, permanecendo passivo. 

Essa subdivisao da energia em ativa e passiva depende do processo. Nas rea- 
goes qufmicas, so a energia de ligacao dos eletrons das camadas extemas dos ato- 
mos e ativa. Numa reacao nuclear, a energia associada com as forcas nucleares e 
ativa, mas aquela associada massas de repouso das particulas constituintes do 
nucleo permanece passiva. 

A explicacao do carater passivo de uma parte da energia so pode ser dada 
analisando a dinamica de cada processo; trata-se de um tfpico efeito quantico 

@=12 @ espufo-tempo si© Minkowski 

Vimos na Seg. 6.7 que o iniervalo entre dois eventos e invarianie por transfor- 
macao de Lorentz, tendo um sentido absoluto: e 0 mesmo em qualquer referencial 
inercial. Se, num dado referencial, os dois eventos se caracterizam por coordenadas 
( xj , t \ ) e ( X 2 , h }, o quadrado do intervalo entre eles e dado pelas (6.48) e (6.50) 


(a = (A xf - (c A r) 2 = - d(A t) 2 


onde 


(6.109) 
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A x s s, - Xj , A t = (f, - f,) 

O matematico Hermann Minkowski (que havia sido professor de Einstein em Zu- 
rich) observou que. introduzindo formaimente uma coordenada imaginaria em lugar 
da coordenada temporal, com x = ( xi ) . e x a = c t, obt6m-se 


I 

= l( x i - $x 0 ) 

:TL especial-* 

h' 

II 

s £ 3 


x o = y( x o - P- r i) 


*4 s ict = ix 0 | 

e a (6.109) se escreve 

( (6-111) 

(As ) 2 = (Ax ,) 7 + (AxJ + (AxJ + (Ax ,) 2 j 
que e identica a expressao do quadrado da disTancia entre dois pontos num espaco- 
lempo quadridimensional, onde as coordenadas de um evento seriam 
(xi ,xz f X3 ,xi), conforme a geometria euclidiana. 

Como a contribui^ao do termo temporal na (6.111) e porem negativa , 
-( A.r 0 )" , diz-se que o espaco-tcmpo tem metrica pseudo -euclideana. 

Em particular, se Ax 2 = Ax* = 0, resulta 


( 6 . 112 ) 

(Asf = (AxJ ~ (AxJ 


Essa expressao e invariante para uma rotagao de coordenadas (fig. 6.14) no piano 





Ui . m ): 


(6.113) 

x[ — jcj cos (p + x 4 sen 9 
x' 4 — —x { sen 9 + ^4 cos 9 
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Como xi' de-ve permanecer real e x± imaginario puro. e preciso que costp seja 
real e sencp imagindrio. Pelas (5.86) e (5.90), basta tomar 


<P 


= MJf. 


cos (p = chf 
sen (p = i s h vj/ 


(6.1 14) 


o que da 

x' = x, chip - x 0 sh y 

(6.115) 

Xq = x, sh \p -t- x 0 ch \p 


Se idcntificarmos a origcrn O' ( x\ =0) com xj = V r / = — xq = pxo, isto da 

c 

th \)/ = P { ch y = , = , - — - = y , sh\|T = y P (6.1 16) 

\/l - th 2 \|/ -Ji - P" 

e as (6.115) sc reduzeni as equacoes (6.30) da TL especial . Logo, a TL especial 
pode ser interpretada geometricamente como uma rotagao par um dngulo imagi - 
ndrio no piano ( xj , xi ) do espago-tempo. 

Minkowski escreveu: “Daqui por diante. o espaco, como entidade separada, e 
o tempo, como entidade separada, estao fadados a se dissiparem em meras som- 
bras, c somentc uma cspecie de uniao dos dois preserY&ra uma realidade indepen- 
dente”. Entrctanto, e importante notar que a coordenada temporal preserva um ca- 
rater diferente das coordenadas espaciais, o que se manifesta pelo sinal ( — ) no 
quarto termo - ( A x 0 f da ( 6 . 111 ) ou, equivalenlemente. pela umdade lmagmana 
na (6.110). 

A principal vantagcm da interpretagao geometrica de Minkowski e mctodo 
ldgica; e!a permite escrever expressoes de lets ffsicas de forma a garantir automati- 
camente que elas sejam preservadas pela transformacao de Lorentz. ou seja, satis- 
fagam automaticamente o prmcfpio de relatividade. 

Basta para isso introduzir um formalisino de veto res no espaco-tempo. Como 
efeito. sabemos que, no espago tridimensional, uma lei ffsica expressa em termos 
de vetores (como F = d p/d t) 6 automaticamente satisfeita num sistema de coor- 
denadas obtido por uma rotagao de eixos. porque os dois membros se Iransformam 
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da mcsma mancira (sao covarianies). Podemos definir urn velor dizendo que a lei 
de transformagao das mas compon ernes numa rotagdo de eixos e a mesma que a 
das coordenadas (X] , x? 9 X 3 ). 

Essa defini?ao se esiende a de um quadrivetor no espaqo-tempo de Minkows- 
ki: suas 4 componentes se transformam numa rotacao de eixos (em'particular, numa 
TL) da mesma forma que as coordenadas (xi , xi , X 3 , x± )■ A 4. a components do 
quadrivetor e tambem i mag in aria pura. 


Exempt a 


xp = (*! ,x 2 > *3 , *4) e um 4-vetor (P = 1 . 2 . 3 , 4) 
d Xp = (d x, , d x 2 ,d x 3 ,d x 4 ) 6 um 4-vetor 


(c d t)~ = d s : — (c d r)“ - x)“ = (c d f)~ 



V" / 


d x 
cd t 


e um invariante. O mesmo vale para 



(6.117) 


que e 0 intervalo infinitesimal de tempo propria no movimento de uma particula. 
Lugu, 


m< 


a 
d t 


s Pa 


(6.118) 


onde wo e um invariante, e tambem um 4-vetor. 
A parte espacial de e 



(6.119) 





que 6 o memento relativistico (6.88). 
A parte temporal de p a e 
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d x. 


Pa = 


= MLc 


4 _ 


d T 


i m 0 c 


1 - 


_ .E 

c 


( 6 . 120 ) 


onde E c a energia relativistica (6.93). 

O quadrivetor p a = (p,* E/c) chama-se qaadrimomento da particula. e as 
leis de conservacao do momento e da energia se unifieam na conservacao do 
quadrimomemo. Da mesma forma que 


T"'- / \2 2 2 2 

f ( V x a ) *” X] + *2 "*■ A? d X 4 



e um invariante, a norma do 4-vetor x& , a norma do 4-momento 



( 6 . 121 ) 


tambem deve ser um invariante. Com efeito, pela (6.98), esse invariante e 
(— mo “ c “ ) , onde mo 6 a mass a de repouso da particula. 

As equacoes de Maxwell podem ser escritas em forma explicitamente covari- 
ante, demons trando que satisfazem o principio da relatividade. Para is to, introduz- 
se um quadritensor de 2. a ordem, F a p, que se chama o tensor campo eletromag- 
nilico, pois suas componentes contftm tamo E como B. Numa TL. essas componen- 
tes se misturam, mostrando que a separagao em E e B nao tem sentido absoluto: 
depende do referencial; o que tem sentido e o campo edetromagnetico. Dessa forma 
resolve-se a aparente assimetria na lei de Faraday comentada por Einstein na intro- 
duce de seu trabalho de 1905 ( Fis.Bds . 3, Sec. 9.1). 

S.13 H@§@©s solbre relatiwIeUgsgle gersal 

Vimos na Sec. 6. 7 que nenhum sinal pode propagar-se com velocidade > c . 
A interacao eletromagnetica. dcscrita pelas equacoes de Mawell, satisfaz esta con- 
dicao. Entretanto, ela nao e satisfeita pela descricao newtoniana de outra interacao 
fundamental existente na natureza: a gravitagao. 
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Com efeito, pela lei de Newton da gravitacao, el a e descrita como uma in- 
ter acao instantdnea d distdneia: se mudarmos a posicao de uma mass a, mudam 
instantaneameiite as forcas gravitacionais entre ela e quaisquer outras massas, por 
mais distantes que estejani. 

Einstein propos-se a reformular a teoria da gravitacao de forma a tornd-la 
compativel com as Iimitagdes impostas pela relatividade restrita. Uma das princi- 
pals pisias que encontrou para auxilia-lo nessa tarefa foi um fato que ja havia des- 
pertado a atencao de Newton, mas que jamais havia cncontrado explicacoes: a 
igualdade da massa inercicil e da massa gravitacional. Ja vimos (Fis. Bds. 1, Sc£. 
13.7) como ela o conduziu a formniar o Principio de Equivalences 

(a) U Principio de Equivalence 

Como vimos, e devido a igualdade entre massa inercial m x e massa gravita- 
cional m H que o campo gravitacional numa pequena regiao proximo ct superlicie da 
Terra produz a mesma aceleracao (-g) de queda livre em quaiquer corpo material 
(“experiencin'’ de Gal i leu da Torre de Pisa). Com efeilo, a 2. a lei de Newton da 

x = -m a g (eixo vertical para cima) (6.122) 

onde, no l.° membro, tern os a massa inercial, e no 2.° a massa gravitacional (res- 
posta de um corpo de prova ao campo gravitacional). Como m-, = m s , resulta que 

x = -g 

Logo, a forca gravitacional tern a notavei propriedade de ser proporcional d 
massa inercial de uma partfcula (corpo de prova) sobre a qual atua. Vimos no 
curso de Mecaoica, (Ffs. Bus. 1, Cap. 13) que essa propriedade 6 sempre valida 
para formas de inercia t caracterfsticas de referenciais nao-inerciais. Isso sugere qne 
possa existir uma rela^ao entre gravidade e forcas de inercia, e que convenha exa- 
minar referenciais nao-inerciais. Na relatividade especial, o contfnuo espago-tempo 
tern carater absolute (atua sobre a materia, mas a materia nao atua sobre ele). Por 
outro lado, referenciais inerciais concretos sao definidos relativamente a dis- 
tribuicao de materia no Universo (Principio de Mach). 

Num referencial inercial (5) proximo a superficie da Terra, e numa regiao 
suficieniemente pequena para que o campo gravitacional possa ser tratado como 
uniforme, a 2. d lei de Newton se escreve, para uma partfcula de massa m . 
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m x = m g + Fj ( 6 . 123 ) 

on de Fi representa formas nao-gravitacionais que atuem .sobre. a partfcula. 

Se considerarmos agora um referencial (S') que se desloca em relacao a (S) 
com movimento retilineo uniformemente acelerado de acelera§ao A, vimos (Fi's. 
Bas. 1 , Sec. 13.2) que a acelera^ao da partfcula em relagao a (S') e, como con- 
seqiiencia da lei de Galileu de composicao de velocidades. 


x' = x - A 


(6.124) 


de modo que a (6.123) fica 


m (x' + A) = - m g + F, 


(6.125) 


e, em particular, se A = - g 


mr = F, (6.126) 

ou seja, num referencial em queda livre no campo gravitational (A = — g, tl ele- 
vador de Einstein”), desaparecem os efeitos do campo gravitational sobre a par- 
tfcula. E o efeito da “ausencia de peso” dos astronautas cm orbita. A (6.126) mos- 
tra que (S') se comporta como se fosse um referencial inertial na ausencia de 
campo gravitacional. 

Por consegiiinte as leis da mecanica na presenca de um campo gravitacional 
- g uniforme sao as mesmas quo resultariam, na ausencia do campo , num referen- 
cial uniformemente acelerado, com acelera<jao - g: nao e possivel distinguir entre 
as duas situa$oes por experiences de mecanica. o que generaliza o prinefpio de 
relatividade de Galileu. 

Em 1908, Einstein estendeu essa conclusao a todas as leis fisicas, formulando 
o Princfpio de Equivalencia: Num recinto s uficiente me n t e pequeno para que o 
campo gravitational dentro dele possa ser tornado como uniforme , em queda livre 
dentro desse campo, todas as leis fisicas sao as mesmas que num referencial iner- 
tial, na ausencia do campo gravitational. 
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Por que a restricao a urn “recinto sufici- 
entcmente pequeno”? Porque, para o 
campo gravitacional da Terra, por exem- 
plo. se tomarmos um recinto de dimen- 
soes comparaveis as da Terra (ABCD, na 
fig. 6.15), o campo gravitacional nao sera 
mais uniforme nessa escala, e e perfeita- 
mente possfvel deteta-lo. As trajetorias 
de dois pontos materials bem separados, 
como Pj e P 2 na fig. 6.15. tenderao a a- 
proximar-se uma da outra. Analogamen- 
te, para dois pontos a dislancias bastante 
diferentes do centro da Terra, como Pj e 
Ps, as aceleracoes serao sensivelmente diferentes. Logo, usando como “corpo de 
prova” um par de partfculas suficicntemente afastadas entre si, e possfvel neste 
caso detetar a exislencia do campo gravitacional, e nao e possfvel elimina-lo por 
uma mudanga para um referencial uniformemente acelerado. 

Vemos assim que o Princfpio de Equi Valencia tern de scr aplicado local- 
mente , em pequenos recintos, que podemos chamar de referenciais localmente 
inertia is. 

Tomando essa precaucao, porem, o Princfpio de Equivalencia nos pcrmite 
inferir a existcncia de alguns dos efeitos novos caracteristicos da relatividade 
geral. 

Assim, ja vimos [Fis. Bds. 1, Sec. 13.7(b)] que ele permite prever a exislencia 
de uma deflexao gravitational da luz. O resultado previsto por Einstein para a 
deflexao pelo campo gravitacional do Sol foi confirmado pelas observacoes reali- 
zadas em Sobral (Ceara) durante o eclipse solar de 1919. que tiveram grande reper 
cussao. 
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Fig, 6,15 Campo gravitacional dc Terra 


(b) O desvio para o vermelho 

Consideremos um pequeno recinto em queda livre no campo gravitacional na 
vizinhanca da superffeie da Terra, com aceleracao -g. No instante ?o = 0 em que 
se inicia a queda a partir do repouso, e emitido um raio de luz monocromatico de 
frequencia Vo por uma fonte F no chao do recinto, verticalmente em direcSo ao teto, 
que se encontra a uma altura h do chao (fig. 6.16), e e suposto transparente. 
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Pelo Principio de Equivalencia. a luz che- 
ga ao leio no instante t — h/c , e sua fre- 
qiiencia, medida no referencial ( S ') do 
recinto em queda livre, continua sendo Vo. 

Para um observador externo. no re- 
ferenda! ( 5 ) em que atua o campo gravi- 
tacional g ; qual e a freqviencia da luz de- 
tetada, no instante em que eia chega ao 
ponto P. na altura do teto (fig. 6.16)? 

Nesse instante, a fonte de luz esta-se 
afastando do observador em (S) com ve 
locidade V = g l. Logo, a ficqucncia da 
luz medida em ( S ) tera sofrido um efeito 
Doppler, dado pela (6.70) com 8 = 0: 

v= v 0 (l-P)= v 0 fl-£f) (6.127) 

V c 

ou. como / = h/c, 

v ~ v 0 l-^r ( 6 . 128 ) 

C 7 

onde. pelas condicoes impostas, e p « 1 , de modo que tomamos 
y = ( 1 — |3 2 ) ” 1/2 = 1 . Como A v = v - Vo < 0, vemos que este c um desvio para 
o vermelho. O “desvio percentuar Av/Vo e dado pela diferenca de potential gra- 
vitational gh entre o teto e o chao, dividida pelo quadrado da velocidade da luz. 

Sc, em lugar de estar “subindo ,? no campo gravitational, a luz estivesse “des- 
cendo” do teto para o chao, a fonte estaria-se aproximando de um observador em 
( S ) ao nfvel do chao. e o desvio seria para o azul; correspondentemente. a diferen- 
ca de energia potencial gravitacional ( gh) seria negativa. 

O desvio gravitacional foi medido em 1960 por R. V. Pound e G. A. Rebka 
com raios y de 14.4 keV. caindo de uma altura de 22.6 m num tubo onde 
se havia feito vacuo, o que da -gh/c 2 ~ -2,46x 10” D : a experiencia deu 
(- 2,57 ± 0.26) x 10~ l: * (precisao de 10%), e foi refinada depois por Pound e Sny- 
der (1964, 65), verificando o resultado com precisao dc 1%. O elevado grau do 
precisao foi possfvel empregando uma tecnica de ressonancia (efeito Mossbauer). 
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Entretanto, uxna verificacao ainda mais precisa foi feita em 1976 por R. Vessot 
e M. Levine, que compararam a freqiiencia de um relogio atomico (maser de hidro- 
genio) colocado num foguete, que subiu a uma altitude de 10.000 km, com um 
relogio identico no solo. O efeito foi verificado com precisao de 7 x 10 -5 . 

Como o potencial gravitacional (energia potencial por unidade de massa) 6, 
para o campo - g , 


(]) (z) = g z 

(campo - g = - V (p ), a (6.128) se escreve 


v Q = v 


1 - 


(<Pf - <pf )’ 


(6.129) 


(6.130) 


onde os pontos F e P estao indicados na fig. 6.16. 

Apliquemos esses resultados ao potencial gravitacional newtoniano de um cor- 
po de massa M, dado por (Fis. Bds. 1, Sec. 10.9) 



(6.131) 


onde G e a constante gravitacional e tomamos o nfvel 0 de energia potencial no 
infinito (q>« = 0). Notando que a unidade de tempo e definida em termos do pe- 
rfodo At - 1 /v da luz emitida por um atomo, a (6.130) mostra entao que a relagao 
entie iiitci valus de tempo medidos por urn reldgio h dist&ncia r do corpo e um 
relogio identico no infinito sera 


A t(r) = A Cj 

r cm a 

= Af„ 

1 

>— 

+ 

-G 



- rc , 


L c J 



( 6 . 132 ) 


ou seja, o campo gravitacional afeta a marcha de um relogio: o relogio, no campo 
gravitacional, “anda mais devagar”, de modo que iuz emitida na sua vizinhanca 
chega avermelhada ao “infinito”, onde nao ha campo gravitacional. 
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6 i 3 Nccces sobre re.it'vid^dc cers 

0 “ paradoxo das gemeas ” 

Ana e Bia, tambem conhecidas como “A” e "B”, sao gemeas. Enquanto A 
permanece na Terra. B viaja num foguete a uma estrela situada a 15 anos-luz da 
Terra, a uma velocidade V tal que V/c = (3 = 3/5 ; o fator de dilatagao tempo- 
ral e 7 = (l - (3") _; '~ = 5/4. Chegando a estrela, B volta para a Terra a mesma 
velocidade ( |3 = - 3/5). 

Para A, a viagem de B durou 2 x -7777 = 50 anos, ao pas so que para B durou 
apenas | x 50 = 40 anos. 

Por outro lado, para Bia, e Ana que se deslocou em relacao a ela corn 
p = ± 3/5 . e B pode afirmar que a dilatacao temporal ocorreu para A, de modo 
que. segundo B. devem ter decorrido apenas 4/5 x 40 = 32 anos para A. 

Queni Lein tazao? Ana 6 10 anus inuis velha uu 8 anus mais moca do que Bia, 
quando esta retorna? 

Admitindo que o referencial de Ana (a Terra) seja inercial, 6 Ana quem tern 
razao. O referencial de Bia (o foguete) ndo e inercial, porque tem de ir e voltar: o 
foguetc precisa descicelerar chegando a estrcla e ace leva r de novo para voltar a 
Terra; estas aceleracoes sao muito grandes, porque tem de ter como efeito a pas- 
sagem de (3 = | para (3 =-| . No referencial acelerado do foguete, como num 
campo gravitational, o tempo passa mais devagar, e e por isto que Bia esta mais 
moca do que Ana, ao voltar. 

Uma comprovacao experimental desse efeito foi obtida em 1971 por J. C. He- 
fele e R. E. Keating. Eles viajaiam em torno da Terra em avioes a jato comerciais. 
tanto dirigindo-se para leste como para oeste, e transportando a bordo relogios ato- 
micos de cesio, cujas leituras apos a volta ao mundo foram comparadas com as de 
relogios identicos que haviam permanecido no Observatorio Naval em Washington. 
As diferengas entre viagens para leste e para oeste resultam da rotacao da Terra, 
que introduz outras forgas inerciais (ccntrifuga, Coriolis). A tabela abaixo compara 
as previsoes teoricas da relatividade geral com as diferencas de tempo A t (em na- 
nossegundos) observadas. 


Sentidoda At - iq - t A (cml0~ 9 s) 

circunavesacao _ , ~ , . 

J experimental leonco 

Para oeste 273 ± 7 275 ± 21 

Para leste -59 + 10 -40 ± 23 


Nao e um metodo muito pratico de retard ar 0 envelhecimentol 
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(c) A curvatura do espaco- tempo 

Pelo que vimos na (6.132). urn intervalo de tempo infinitesimo dt num ponto 
x, na presenqa de uni campo gravitational com potential <}>(x). esta relacionado 
com o intervalo de tempo d correspondent?. no referential localmente inercial em 
queda livre em x, no qual o campo gravitational esta ausentc, por 

(6.133) 

A energia potential de uma massa m no campo, dada por m (p ( x ), 6 geral- 

mente (excluindo campos gravitational muito intensos) uma fraqao muito pequena 
# 

da energia total me" , de forma que 

'» <p( x ) 

't 

m c 

o que 

(cl if = (cl t._ f 1 + 2 (6. J 35) 

No retinto localmente inercial em queda livre. o quadrado de um intervalo 
infinitesimo de espaco- tempo. que define a metric a do espaco- tempo, e dado pel a 
(6.109): 

! (d sf = (cl X f + (d y f + (cl zf - c 1 (cl tf | (6. 1 36) 

j I 

que c a metrica de Minkowski da relatividade especial. 

Entretanto. num referencial onde existe um campo gravitational, temos de sub- 
stituir (dt)~ pela (6.135), u que da 




(cl sf = (cl xf + (cl yf + (dzif - c 2 (d tf 1 + 2 ^iji) | (6.137) 

6 


ou seja, a presenga de um campo grcivitacioncil modifica a metrica (geometria) do 
esp ago -tempo. 
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Em geral, essa modificacao nao se restringe a componente temporal. Para ver 
que afeta iamb£m a parte espacial, basta considerar um exemplo. 

Considercmos um disco de raio r em ro 

tagao, com velocidade angular co (fig. 

6.17), em tomo de um eixo i. ao piano 

da figura. Supomos co r « c , mas ainda 

assim suficientemente grande para que efei- 

tos relativislicos nao sejam despreziveis. 

Imaginemos que se meca o raio do disco 

alinliando ao longo de OP “reguas” de 

uina uuidade dc comprimcnto cm contato 

entre si; o resultado sao r reguas. Se fi- 

Fig. 6.17 Plataforma girante zermos o mesmo ao longo da circunferen- 

cia do disco, e o resultado sao C reguas, 

* 

sabemos que, com o disco em repouso num referenda] incrciaL 

— = 2 re (6.138) 

r 

Entrctanto, quando o disco esta em rotacao com velocidade angular 0 ), o com- 
primento das reguas ao longo do raio, transportadas numa direcao _L a velocidade, 
nao muda (r nao se altera), mas as que estao alinhadas ao longo da periferia (trans- 
portadas na direcao da velocidade) sofrem contracao de Lorentz. Logo, e preciso 
alinhar um numero C' > C de unidades para cobrir toda a periferia, o que impiica 

L > 2 t i (6. 139) 

r 

Logo, num disco em rotacao, deixa de valer a geometric euclideana. Por outro 
lado, de acordo com o Princfpio de Equivalencia, no refercncial (5) do disco, to- 
rnado como rcferencial de repouso, existe urn “campo gravitacionaT (campo das 
forcas ceil Inf ug as e dc Coriolis). Logo, a presenca de um campo gravitacional deve 
afetar a geometria (lanto espacial quanto temporal) do espaco-tempo. 

* Podemos imaginar a regua sulicieniememe pequena para aproximar 2k lanio quanto quisermos. 
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A geometria toma-se nao-euclideana (geometria ”fisica‘ J ). Isso corresponde a 
ter curvaiura no espaco-tempo. Para ilustrar o conceito de curvatura. e conveniente 
considerar am espaco bidimensic-nal, ou seja, uma super ficie. 

Urn piano nao tem curvatura; o mesmo se aplica a um ciiindro. que pode ser 
"desenrolado” sobre um piano: a curvatura e uma propriedade intruiseca da super- 
ffcie, detetavel em pequenas regioes. nao afetada pelo "desenrolamento”, desde que 
nao haja dilatacao ou dobra. 



Fig. 6.18 Cur/atura da esfera 


Ja a superffcie de uma esfera tem curva- 
tura. Numa esfera dc raio R. o “paralelo” 
T da fig. 6.18 e um cfrculo, por ser o lu- 
gar geomelrico dos pontos "equidisian 
tes” do polo norte N. onde a distdneia 
tem de scr medida ao longo de uma geo- 
desica, que 6 o caminho mais curto (ou 
estaciondrio com respeito a pequenas va- 
riacoes) entre 2 pontos sobre a superffcie. 
Assim, o raio r do circulo T e (fig. 6.18) 


r = R 0 


(6.140) 


ao passo que sua circunferencia c 


C = 2kx O' P = 2nR sen 0 


(6.141) 


Logo, 


C _ sen 0 

— = 2k —— < 2n (6.142) 

r o 


o que 6 caracterfstico de uma superffcie de curvatura positive. A soma dos angulos 
internos de um triangulo eslerico e tambem rnaior que 180° (fig. 6.18. AN AB ). 
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/ jjt A Um exem P'° de su P er ^ cJe com curvatura 

[ r / r — negativa e uma sela (fig. 6.19). 

/ I x c : ' \ Nesse caso, para um circulo T, tem-se 

/ \ / r c/r > 2 k , e a soma dos angulos inter- 

^ — B y nos de um A , como ABC, 6 < 180°. 

E importante novamente observar, como 
Fig. 6.19 Sela f 0 [ salientado por Gauss, que a curvatura 

de uma superficie e uma propriedade intrmseca, que pode ser determinada a parti r 
de medidas feitas sobre a superficie (sem sair dela). 

Assim, por exemplo, as (6.140) e (6.142) dao. para r « R , ou seja, para 
circulos pequenos sobre a esfera. 


Fig. 6.19 Sela 


C sen e e 2 : _1[ ' r_ 

2nr ~ 9 3! 6 yR 


A curvatura K da esfera e definida por (definicao valida p/ K > 0 ), 



e o resultado acima mostra que 



(6.143) 


(6.144) 


onde o 2.° membro pode ser deterrninado sem sair da superffcie. 

Para um campo gravitacional, a curvatura pode ser positiva ou negativa, e cm 
geral varia de ponto a ponto: e lima curvatura do espago-tempo quadridimensional. 
Conforme foi mostrado por Gauss e Riemann, a curvatura pode ser obtida atraves 
da m&rica g a onde 


ids) 2 = 


= £ 

a=l p=l 


(x, ,x 2 , x 3 . Xa )d 


(6.145) 


e estamos usando a notagao quadridimensional da Sec. 6.12. A dcfin^ao da geo 
metria atraves da metrica e caracteristica da geometria riemanniana. 
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Os efeitos gravitacionais estao contidos na forma pela qual a metrica g a3 varia 
com (xj -X2-X3,xi). on seja, na geometria do espaco-ternpo . especialmente na sua 
curvatura. As equacdes de Einstein da relatividade geral relacionam essa curvatura 
com a presenga de materia (equivaiente a energia), que produz o campo gravi- 
tacional. 

Na ausencia de curvatura, tem-se a metrica (6.136) de Minkowski. A lei da 
inercia diz nesse caso que uma partfcula livrc se move com movimento retilmeo 
uniforme. 

Sua linha de uni verso (trajetoria quadridi- 
mensional) e p or tan to uma reta, (fig. 
6.20) que e uma geodes ica no espaco- 
ternpo de Minkowski, satisfazendo a 

f 2 

6J ds = 0 (6.146) 

ou seja, o “caminho” (intervalo) entre os 
Fig. 6.20 Linha de universe de uma psriicula livre pontos ] e 2 da linha de universe de uma 

partfcula livre e estaciondrio (compare com o Princfpio de Fermat). 

A lei de movimento bdsica na relatividade geral e uma extensao ao espaco- 
ternpo curvo: postula-se que a linha de. universo de uma part ic ul a no espaco-tempo 
e uma geode sic a. 

Uma analogi a com essa descrigao, para o movimento sobre uma superffcie 
curva (espaco bidimensional) seria imaginar esse espaco como, por exemplo. a su- 
perffcie de um sofa. Sc colocarmos uma bolinha de chumbo sobre o sofS, ela pro- 
duzini uma depressao, imprimindo uma curvatura a superffcie, que seria o analogo 
do “campo gravitacionaP 7 da bolinha. 

Se agora colocarmos outra partfcula (bolinha) sobre esta superffcie deformada. 
ela se movera sobre uma trajetoria que e “guiada” pela curvatura, representando o 
analogo da geodesics no espago-tempo. E importante observar que, no caso gravi- 
tacional, a curvatura afeta tanto o espaco como o tempo, conforme veremos agora. 

(d) A solucao de Schwurzschild 

O problema mais simples seria o do campo gravitacional central de uma partf- 
cula de massa M em repouso (no movimento planetdrio, seria o Sol). E natural, 
nesse caso. tomar origem na partfcula e adotar coordenadas esfericas ( r , 6 , cp ). 
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A grande distancia da particula ( r — » <*>), esperamos que o campo gravita- 
cional lenda a zero e que a metrica do espaco-tempo seja portanto a de Minkowski, 

( d s)l = {d r) \ + (r d 0)” 4 (r sen 0 d o)^ - (c d tf m (6- 147) 

A presenca de M deve alterar a metrica a distancia finita, introduzindo cur- 
vatura no espaco-tempo. Como o problema e estdtico. os coeficientes da metrica 
devem ser independentes do tempo, e. pela simetria esferica. nao devem depender 
de 0 e cp. Pela mesma razao, a metrica nessas variaveis angulares nao deve ser 
alterada. Assim. esperamos que a metrica seja da forma 

(d sj — a (r) (d rj 4 (r d 0 J 4- (r sen 0 d of - b (rfc d if (6. 148) 

onde a(r) e b(r) sao funcoes a determinar, resol vendo as equacoes de Einstein para 
o campo gravitacional da teoria da relatividade geral. 

Um argumento de plausibilidade para b(r) results da (6.135). O carater esta- 
tico da metrica implica que a sincronizacao dos relogios em posicoes difcrcntes 
(atraves de sinais luminosos) nao deve variar com o tempo. Entretanto, pelas 
(6.132) e (6.135). a presenca do campo gravitacional afeta a marcha dos relogios 
diferentemente conformc a posicao. Para manter a sincronia e o carater estatico do 
espago-iempo, e preciso portanto corrigir o coeficiente de ( cdrY por um fator que 
compense a (6.135), o que daria 


b(r)= 1-2 


CM 
c r 


( 6 . 149 ) 


hm 1916. Schwarzschild obteve uma solucao excitci das equacoes de Einstein 
da relatividade geral que tern essa forma. O rcsultado para a(r) e o invcrso de b(r), 
como na relacao entre dilatacao de Lorentz temporal e contxacao espaciaL o que da 
a so/ucdo de Schwarzschild: 

D 



4 r 


(d e) 2 + (sen 0 d <j)) 2 | - ! 1 - — j (c- d /)' 


(6J50) 


onde 



in?rodvCco h reotivic'adc 



(6.151) 


chama-se o raio de Schwarzschild associado a massa M. Para /* — > co ? a (6.150) 
tende a (6-147). 



So intcrprctarmos M como a massa do 
Sol, a linha de universe de um planeta 
seria uma geodesica no espaco-tempo 
com a m6trica de Schwarzschild (fig. 
6.21). 

O calcuio mostra que a orbita nao e mais 
a elipse newtoniana. 

Ela nao e fechada: e em geral uma rosa- 
cea (fig. 6.22), correspondendo a uma 
precessdo do perielio. 


Fig. 6.21 Linha de universo de um planeta 
em tomo do Sol 



Fig. 6.22 Precessao do perielio 

Na mecanica newtoniana, ocorre uma precessao quando levamos em conta a 
presenca dos demais planetas. como uma perturbacao do problema de dois corpos. 
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Entretanto, havia uma pequena discrepancia entre a prcccssao calculada pcla me- 
canica newtoniana e a precessao obscrvada. 

O valor dessa discrepancia para o planeta Mercurio e de 43.11” ± 0,45 M (se- 
gundos de arco) por scculo. A relatividade geral, calc u lan do as orbitas como gco- 
desicas na metrica de Schwarzschild, prediz para cste desvio o valor 43,03" por 
sdculo, em excelente acordo com a experiencia. 

Tambem se pode empregar a metrica de Schwarzschild para obier a trajetoria 
de um raio luminoso no campo gravitacional da massa M. Isso da o valor numerico 
da deflexao gravitacional da luz. Para luz que passa proxima do Sol, encontra-se 
uma deflexao Ato = 1,75". 

Para medir essa deflexao, e precise comparar a posicao aparente de uma es- 
trcla no ecu noturno com sua posicao quando vista no ceu, proxima do Sol, o que 
so pode ser feito durante um eclipse solar. O valor medio observado e de 1,89", 
mas os erros de observacao sao grandes. 

Por outro lado, o quasar 3C279, fonte intensa de ondas de radio, e ocullado 
pelo Sol uma vez por ano, permitindo que se meca a deflexao gravitacional com 
precisao bem maior. O resultado e 1,73" ± 0,05", em excelente acordo com a pre- 
dicao da relatividade serai. 

(e) Buracos ne.gr os 

O coeficiente de (Jr) 2 na metrica de Schwarzschild (6.150) tem uma singu- 
laridade ( — > «,) para r - rs (raio de Schwarzschild). Para M = 2 x lO^kg (mas- 
sa do Sol), com G = 6,67 x 10 _n N • m 2 /(kg) 2 e c = 3 x 10 8 m/s, acha-se 
r s - 3 km. Muito antes de atingir essa distancia, o campo gravitacional do Sol ja 
nao seria assimilavel ao de uma “massa puntiforme”. 

Em 1939, J. P. Oppenheimer e H. Snyder estudaram o que acontece na evo- 
lucao de uma estrela quando ela atinge a etapa final, em que todo o combustfvel 
nuclear jd foi exaurido. Nao M mais como produzir o calor e a pressao necessdria 

para r.ontrabalanc.ar a at rattan gravitacional 

Para um objeto de massa maior que o triplo da massa do Sol, resulta entao que 
cle entra cm colapso gravitacional : seu raio vai diminuindo ate atingir rs, c tomar- 
se < rs . Que acontece para r < rtf 



Fig. 6.23 Cone de luz na vlzlnhanca do raio de Schwarzschild 
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E facil verificar que nenhuma particula pode estar em repouso para r < ts. 
Com efeito, a linha de universo de uma particula s 6 pode ser formada de intervalos 
do genero tempo situados dentro do sen cone de luz em cada ponto (Sec. 6.7). Ora, 
se existisse uma particula em repouso, seria dr = dQ = d (p = 0 ao longo de sua 
linha de universo, o que daria. pela (6.150), 

1 - — ) ( cdtf > 0 para r < r s 



o que e impossivel. 

Logo, qualquer particula com r < r$ continua colapsando para o ccntro: 
forma-se um buraco negro , assim chamado porque a pr6pria luz 6 capturada pela 

3fc 

atraqao gravitacional intensa, nao podendo emergir da regiao interna. O que acon- 
tcce com o cone de luz ao penctrar dentro de um buraco negro esta ilustrado na fig. 
6.23. Na regiao externa r > r$ . porem, o campo gravitacional do buraco negro 
continua atuando. 

Existc evidencia de que a fonte binaria de raios X Cygnus XI possa conter um 
buraco negro: a emissao de raios X estaria associada a energia liberada pela cap- 
tura de uma esirela “companheira” pelo buraco negro, de massa da ordem de 14 
massas solares. Tambem ha evidencia sugerindo a existencia de buracos negros no 
nucleo de galaxias (em particular, a galaxia M87), incluindo, possivelmente, a nossa. 

(f) Cosmologia 

Na escala cosmica de galaxias, a gravidade € a forca dominante. Ja em 1917, 
Einstein aplicou a relatividade geral para modelar o comportamenio do universo 
como um todo. Naquela epoca, sequer estava estabelecida a existencia de galaxias 
diferentes da nossa. Tambem se desconhecia a expansao do universo, do forma que 
o modelo inicial de Einstein era estatico. 

O modelo para o universo e o de um “fluido de galaxias”. As distancias tipicas 
associadas a estrelas sao ~ 1 A.L. (Ano Luz), para galaxias sao ~1() 6 A.L. e para 
aglomerados de galaxias sao -3 X 10' A.L . Na maior dessas escalas (mas nao 
nas outras!), as observa 9 oes astronomicas indicam que o “fluido de galaxias” 


Qu anti cum ente, isu> deixa de valer, conforms foi mostrado por Stephen Hawking. 
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parccc scr homogeneo e isotropico. Lsso e postulado no modclo (“ principle* cos- 
moldgico" ) y de forma que ele descreve essa situacao extremamente simplificada e 
so se aplica nessa escala dos aglomerados de galaxias. 

Resulta desse principio que a curvatura K(i) do espaco tridimensional e 
const ante para um dado tempo / , mas varia com t. O primeiro model o cosmologico 
dependente do tempo foi proposto por Alexander Friedmann em 1922 (depois foi 
general izado), e era consistente com a expansao do uni verso ebservada posterior- 
mente por Hubble (Sec. 6.8). 

A curvatura K(t) 6 dada por 

K (/) = * R (r) = fator de escala cosmieo 

K- (t) 

onde k = + 1 , 0 on - 1 . 

Ha varias possibilidades. Se a curvatura do espaco 6 positiva , resulta que o 
universo e espacialmente finito, embora ilimitado, da mesraa forma que, em duas 
dimensoes, a superficie de uma esfera e finita mas ilimitada (sem fronteiras). Se a 
curvatura e nula ou negativa , o universo e infinito espacialmente. 

Em qualquer dos tres casos, a escala de distancias entre galaxias (mas nao o 
tamanho delas) evolui com o tempo, correspondendo & expansao do universo*. A 
taxa de expansao e dada pela lei de Hubble (6.77): H = R {t)iR(t). 

Isso signifies que. no passado, as distancias eram menores. Extrapolando para 
o passado remoto, chega-se a uma singularidade num "instante inicial' 1 , que corres- 
ponderia a uma "grande explosao" ("big bang"): a "idade do universo", pelas deter- 
minacoes do satdlite WMAP (Seg. 6.8), seria de 13,7 (±0,2) bilboes de arms. 

A hipotese do "big bang" foi consideravelmente reforgada pela descoberta feita 
em 1965 por A. Penzias e R. Wilson (que Ihes valeu o Premio Nobel de 1978) da 
radiagdo de /undo primordial . Trata-sc do radiacao leiinica de lempcialuia 2.7 
K remanescente do "big bang" e "resfriada" pela expansao (atualmente e dominada 
por microondas). Resultados recentes da missao espacial COBE ("Cosmic Back- 
ground Explorer 11 ) confirrnam o carater extremamente isotropico dessa radiacao. 
com fiutua£5es muito pequenas, que poderiam nuclear galaxias. 




Uma analogia bidi mens ion al .seria com a superficie dc umabalao de borracha sarapintadoque incha quando 
e soprado: cada pin la ve todas as outras afastando-se de!a. 
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PROBLEMAS 


1. Um sinal luminoso que, partindo de 
am ponto O ' de um referencial ( S ' ), se 
reflete num espelho a dislancia >’'de 
O ' e volta para O ' . pode ser considera- 
do como um “relogio” que marca inter- 
valos de tempo A t ' correspon dentes a ida 
e volta do sinal (fig.). Suponha que 
(S' ) se desloca em relacao a (S) com ve- 

locidade V na direcao x' e calcule o intervalo de tempo correspondente At em ( S ), 
admitindo o principio da constancia da velocidade da luz. Mostre que o resultado 
equivale a dilatacao dos intervalos de tempo da relatividade restrita. 

2. Considcre agora a situacao (fig.) em 
que o raio luminoso se reflete cntre O ' e 
um espelho a distancia x' em (5'), n a 
direcao da velocidade V. Calcule o tempo 
necessario para esse percurso de ida e 
volta no referencial (S). levando em conta 

a dilatacao dos intervalos de tempo obtida no Probl. 1. Mostre que isso permite 
obter a contragao de Lorentz ( Observacao : os trajetos dos Probls. 1 e 2 cor-respon- 
dem aos dois bracos do interferQmetro de Michelson). 

3. Demonstrc que duas TL especiais sucessivas na mesma direqao, com pa- 
rametros pi = V\ / c e p 2 = Vi / c y equivalem a uma TL unica, e calcule o parametro 
(3 correspondente. Relacionc o resultado com a lei relativistica de composigao de 
velocidades. 




(S’) 


V 


X 1 


O’ 


(S’) 


E, / //[ / // 


O’ 




4. Demonstre a (6.47). 


5. Partindo da invariSncia da fuse de uma onda plana monocromatica (See. 
6.8), obtenha as expressoes relativisticas do efeito de aberracdo , demonstrando que 
as diregoes 0 ' e 0 de propagagao da luz em ( S ' ) e (S) estao relacionadas por 


| cos 6 - p 

: cos 0 = 


i - p cos e 


scnG' - 


sen 0 


y (l - P cos 9) 
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6 . (a) Escreva as eqs. da TL especial em termos das coordenadas 
= x 9 X 2 - y ,x 3 — z , xo = c Note que elas adquirem uma forma mais sim 6 tri- 
ca. (b) Usando a notacao da parte (a), mostre que a equacao de ondas 


A \|/ 


3 2 \j/ 

dr 


= 0 


6 invariante por uma TL especial, mas nao e invariante por uma transformacao de 
Galileu. 


7. O comprimento / de uma regua num reterencial (S) em relacao ao qual ela 
se move com velocidade V constante na direcao x tambem pode ser definido por: 
/ = V {At) , onde (At) € o tempo que ela leva para passar por um ponto fixo de 
(S). Mostre que essa definiqao tambem leva a contracao de Lorentz. 

8 . Em 1851, H. Fizeau mediu a velocidade da luz v quando ela se propaga 
num tubo cheio de agua ern movimento. O escoamemo da agua, com velocidade V , 
e na mesma direcao era que a iuz se propaga. O resultado obtido por Fizeau foi 


c 

f 

i \ 

v = - + V 

1 - 


n 


n 2 


onde n e o indice de refra^ao da agua e V « c. Mostre que esse resultado decorre 
da lei relativfstica de composigao de velocidades. 

9. Uma regua em repouso num refercncial (S') faz um angulo 0 O com a di- 
re^ao de movimento desse referencial. que se desloca em relacao a (S) com veloci- 
dade V. Qual e o valor 0 desse angulo em (S)l 

10 . Um ffsico- esta sendo julgado por ter avan£ado um sinal vermclbo e alega 
para o juiz de transito que o sinal Ihe pareceu verde, devido ao efeito Doppler. O 
juiz, que tambem estudou ffsica, condena-o a pagar uma raulta de R$1,00 para cada 
km/h de excesso de velocidade ultrapassando os 50 km/h regulamentares. Qual 6 o 
valor da multa? (Tome X vormo , ho - 6.500 A , X vcrdc - 5.300 A). 
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introdLcso s relotividade 

11. No Fermilab, protons sao acelerados a uma energia de 500 GeV. Ao atin- 
gir essa energia, (a) por que fator tera aumentado a massa do proton, em rclacao a 
sua massa de repouso? (b) que porcentagem da velocidade da luz tera sido atingida 
pelo proton? 



12. Duas fontes idenlicas de luz mono- 
cromatica, de frequencia propria Vo , 
afastam-se uma da outra (fig.) com velo- 
cidades v e -v num referencial inercial 
(S’). Qual a frequencia v de uma das fon- 
tes, quando observada pela outra? 


13. Considere o movimento relativfstico de uma particula carregada de carga q 
e massa de repouso mo nnm campo magnetico unif'orme de magnitude B. (a) Mostre 
que a energia cinetica da partfcula nao se altera, e que a particula descreve uma 
orbita circular se sua velocidade inicial 6 ±B (como no caso nao-relativfstico). 
Mostre que permanecem validas as formulas nao-relativfsticas para o raio da orbita 
e a frequencia de cfclotron (Ffs. Bds. 1. Sec. 5.4), desde que a massa empregada 
seja a massa relativfstica. (b) No Probl. 11, os protons de 500 GeV sao mantidos 
por um campo magnetico uniforme numa orbita circular de 750m de raio. Qual e a 
intensidadc do campo magnetico? 


14. Uma particula de massa dc repouso mo . cm repouso na origem para t = 0, 
e submetida a uma forga constante F 0 ate o instante i. (a) Calcule a posigao x(0 
da particula. (b) Calcule o limite nao-relativfstico do resultado e mostre que con- 
corda com a previsao da mec&nica newtoniana. (c) Calcule x(r) no limite de tem- 
pos muito longos. 


15. Uma partfcula em repouso de massa mo se desintegra em duas outras, de 
massas de repouso e m 2 . Calcule as energias £j e E 2 desses dois fragmentos. 
Sugestdo : Use as leis de conservacao e a rclacao (6.98). 

16. Uma particula de massa de repouso mo e velocidade v colide com outra 
particula identica, mas que esta em repouso. Apos a colisao, as duas partfculas 
caminham juntas, fonnando uma particula composta. Calcule, para essa partfcula 
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•sc. 6 - "cbena; 


composta: (a) sua massa de repouso Mq ; (b) sua velocidade V. Exprima os resul 
tados em funcao do parSmetro 


a = 


V 1 w 1 


17. Lima barra de comprimento proprio Lq esta em repouso no piano vertical . 
num referencial onde forma um angulo 0' com o eixo horizontal. Esse referencial 
se move em relacao a outro referencial (5). com velocidade V constante. na direcao 
do eixo horizontal. 

(a) Calcule o angulo 0 entre a barra e a horizontal em (S). 

(b) Calcule o comprimento L da barra em (5). 


18. Um foton de energia E € espalhado por um eletron Iivrc. Demonstrc que a 
maxima energia cinetica que o foton pode transferir ao eletron € dada por 



ondc m 6 a massa de repouso do eletron. 

19. Dois n6utrons 1 e 2 aproximam-se um do ouiro ao longo da mesma reta, 
com velocidades opostas v e -v, respectivamente. vistos do referencial do labora 
tdrio. 

(a) Calcule a velocidade V de 1 em relacao a 2, e verifique que e sempre 

< c. 

(b) Calcule a energia total do neutron 2 vista do referencial de 1. em funcao 
da massa de repouso Mo do neutron. 


20. Obtenha as expressoes nao-relativfsticas do efeito Doppler a partir da in- 
variancia da fase dc uma onda plana, usando a transformacao de Galileu. 


21. Demonstre que um foton. propagando-se no vacuo, nao pode desintegrar- 
se em dois outros, exceto se eles tiverem a mesma direcao de propagacao. 
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22. Calcule, usando a mecanica newtoniana, qua! seria a velocidade de escape 
a partir da superffcie de uma esfera de massa M cujo raio fosse o raio de Schwarz- 
schild (6.151). 

23. Demonstre que a curvatura K de uma esfera pode ser expressa em termos 
da area A de um circulo de raio r, por 

(nr 2 - aJ | 



K = — Um 

K r-9 0 


24. Uma plataforma horizontal de raio r esta em rotacao com velocidade angu- 
lar a) em relacao a um referencial inercial. (a) Para CO r « c , calcule a razao 
A/(r) / Af(0) entre intervalos de tempo registrados por um relogio na periferia 
e outro no centro da plataforma. (b) Associando a forca centrifuga F c a um poten- 
cial cp c , pela rela$ao F g = - V cp i; , mostre que. nessa aproxima^ao, tem-se 
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DA TEORIA 

quAntica 


J.1 igi$F@g§6«®@© 

Ncst.6 capftulo e nos pnSximos, vamos introduzir os conceitos basicos da trans- 
formacao mais profunda pela qual a ffsica passou desde a epoca ds Newton: a 
ffsica qudntica. Ela constitui uma alteracao muito mais radical das ideias funda 
mentais da ffsica do que a relatividade, que marcou num certo sentido o apogeu do 
quc chamamos hoje a ffsica cldssica. 

A ffsica cJassica lida principalmente com fenomenos macros c a pi cos. na escala 
quc nos 6 familiar. Scus conceitos sao abstraidos dessa escala, e e dela tambem que 
resulta nossa intuicao, de modo que podemos format- imagens “intuitivas” desses 
conceitos com base na nossa experiencia quotidiana. 

-Ta a ffsica quantica trata principalmente de fendmenos na escala atdmica e 
sub-atomica , mais de um milhao de vezes menor do que as dimensoes macrosebpi- 
cas (tambem trata das repercussdes desses fenomenos ao nfvcl macroscopico). Co- 
mo essa escala e totalmentc remora da nossa experiencia, nao ha nenhuma razao 
para esperar que possa ser descrita polos conceitos da ffsica classica. Efetivamente 
nao pode: a ffsica quantica nao se parece cum nada do que vimos ale agora. Daqui 
por diante, entraremos em terrilorio realmente novo! 


E uma grande conquista da fisica do sdculo 20 que ela tenha conseguido nao 
apenas desenvolver conceitos adequados a nova escala, m as tambem trata-los com 
grande precisao. Mais que isso: os novos conceitos e principios vem sendo apli- 
cados a escalas cada vez menores, ate que ja atingimos uma escala tao remota da 
escala atomica quanto csta o e da macroscopica: distancias da ordcm dc 10 _L ' cm 
ou mcnos, sem que se tenha encontrado atd hoje qualquer indfcio de inaplicabili- 
dade da fisica quantica. 

Da mesma forma que a mecanica newtoniana 6 uma aproximacao da mecanica 
relativfstica, valida com precisao mais que satisfatoria para velocidades muito me- 
nures do que c, a ffsica classics e tambem uma aproximacao da fisica quantica 
(principin de correspondence de. Rohr). Rntretanto, a transigao de uma para a outra 
e bastante mais sutil, conceitualmente, do que a transicao da mecanica relativfstica 
para a newtoniana. 

Mesmo na escala macroscopica, conforme vcrcmos adiante, a fisica era uma 
leoria bastante incompleta, incapaz de explicar inumeros fenomenos importantes, a 
comecar pela propria existencia e estabilidade da materia! 

Para algims fenomenos, inclusive, a ffsica classics levava a conclusdes 
inaceitaveis. Um deles sera mencionado na Sec. 7.2, porque marca a propria 
origem da teoria quantica, mas vamos nos limitar a enunciar os resultados, 
porque se trata de um fenomeno complexo, cujo tratamento teorico nos afas- 
taria muito do objetivo de introduzir de forma tao direta quanto possivel os 
conceitos basicos da fisica quantica: trata-se da distribuigao espectral da ra- 
diacao i&rmica. 



O aspeeto da radiaqao emitida por um corpo aquecido varia com a temperatura 
desse corpo. Podemos observar o que acontece no interior de um forno em cqui- 
librio termico a uma certa temperatura T atraves de um buraquinho numa das pare- 
des, que deixa escapar um feixe de radiacao. Trata-se de radiaqao eletromagnetica, 
cujo espectru pode ser determinado experimental Imente. 

Sabemos pela experiencia que, a medida que a temperatura se eleva, a ra- 
diaqao visfvel passa dc uma coloraqao avermelhada a um vermelho vivo, depois 
vai-se tornando mais “branca ,? (filamento de uma l&mpada incandescente), tendendo 
para o azulado. O espectro e contmuo , mas a coloracao dominante se desloea para 
frequencias mais elevadas a medida que a temperatura aumenta. 



A uma dad a tempera tura V. a distribui- 
cao espcctral em frequencia da intensi- 
dadc da radiacao observada tein o as- 
pecto ilustrado na fig. 7.1, onde a fre- 
quencia de pico. v. cresce com T, con- 
forme observado acima. 

A predieao da ffsica classica concorda 
muito bem com a experiencia para fre- 
quences abaixo do pico. mas depois 
O v desvia-se cada vez mais (curva em li- 

, , . nha pontilhada na fia. 7.1). Pior ainda: 

Fig. 7.1 Distribuigao espectral da rsdiagao termica 

ela prediz quc 1 ( V ) crcscc como uma 
potencia de v(v 5 ) , de forma que a energia iota! emitida pela cavidade (inie- 
grando sobre todo o espcctro de freqtiencias) seria infinite! Como esse efeilo se 
deve as frequencias cieyadas, ele e chamado de “catastrofe ultraviolets”. 

0 equilibrio termico da radiacao no interior da cavidade ocorre atraves de 
trocas de energia entre a radiacao e os atomos das paredes. a temperatura 7: os 
atomos absorvem e reemitem a radiacao. O modelo classico para absorcao e emis- 
sao de radiacao eletromagnetica de frequencia v por um sistcma de cargas (atomo) 
e que as cargas oscilem com essa frequencia (oscilador de Hertz: cf. Fis. Has. 3, 
Sec. 11.5). 

Em 14 de Dezembro de 1900, Max Planck apresentou numa reuniao da Socie- 
dade Alema de Ffsica uma proposta quc permitia obter uma cxpressao para 7(v ) em 
excelente acordo com a experiencia, a custa de abandonar uma das ideias mais 
arraigadas da ffsica classica. Classicamentc. a troca de energia entre a radiacao e os 
“osciladores” nas paredes se da de forma contmua : qualquer quantidade de energia 

pode ser absorvida ou emitida. 

* 

Para obter acordo com a experiencia , Planck postulou que a troca seria 
"quantizada”: um oscilador de freqiiencia v so poderia emitir ou absorver energia 
cm multi plot inteiros de um “ quantum de energia ” 



Planck confcssou mais terde que so foi levado a foimularesse postulado por kl um ato de desespero \ dizendo: 
"era uma hipotese puramente formal, e nao lhedei muita atencao. adotando-a porque era prcciso. a qualquer 
prcco. enconirar uma expiicacao teorica” 



Oi pr^norcios da teona quSrjriee 


: E = h v = % 0 ) | 


(7.1) 


ondc /t e uma nova constante universal, a constante de Planck. Ela tem dimcnsoes 
de [energia] x [tempo], correspondendo ao que se chama de agao. O valor nu- 
merico de h e 


li = 4,136 x 10 !:> eV • s = 6,6261 x 10 j4 joule x segundo 


(7.2) 


Na (7.1), 



1,0546 x 10 _34 J • s = 6,582 x 10 -16 eV - s 


(7.3) 


Para radiacao visivel de comprimento de onda \ = 5. 000 A. temos 
v = c/X = 6 x 10 ,4 s”\ de forma que hv = 3,98 x 10~ 19 J , uma energia extrema- 
mentc pequena na escala macroscopica. Por outro lado, ein eletron volts. 


1 eV = 1,602 x 10 _,9 J 


(7.4) 


esta energia e = 2,5 eV, o que absolutamente nao e pequeno na escala atomica. A 
constante de Boltzmann e 


K = 1,381 x 1(T 25 — s 8,62 x 10 


- 5 e V 


(7.5) 


Aasim, para tcmpcraturas T - 10 4 K , a energia termieu ic T toma sc da ordem dc 1 
eV (& temperatura ambiente, kT ~ eV). 

Desvios apreciaveis em relacao a predicao da ffsica classica na curva da fig. 
7.1 comegam a aparecer para 


hv> KT (7.6) 

o que podemos compreender lembrando que, em equilfbrio lermodinamico a tem- 
peratura T . a mecanica estalfstica indica que a probabilidade de encontrar um 
sistema com energia E deve conter um fator de Boltzmann (Fis. Bds. 2, Sec. 12.2) 
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-• . 3 O deilo ioiod£l:kx> 


e - E/ ( Kr ) (7.7) 

o que, pela (7.1), reduziria exponencialmente a possibilidade de trocas de energia 
com h v » K T. E um fator desse tipo o responsavel pela queda da curva de I ( V ), 
eliminando a catastrofe ultraviolcta. 

0 postulado de quantizagao de Planck e. porem. inteiramente incornpreensfvel 
na ffsica classica. onde a energia de uma oscilacao nao tem qualquer relacao com 
sua freqliencia: depende apenas da amplitude de oscilacao. que pode variar con- 
tinuamente. 

Planck, procurou por muilos anos. com grande esforco, enconxrar uma expli- 
cacSo para o seu postulado dentro da ffsica classica. Acabou, muito a contragosto, 
convencendo-se de que isso nao seria posslvel. 

7.3 @ efeif© f@f@©lefri«© 

Em suas experiencias de 1887, era que demonstroii a validade da teoria de 
Maxwell produzindo e detetando ondas eletromagneticas, como vimos (Fis. Bds. 3, 
Sec. 11.5), Heinrich Hertz produzia uma descarga oscilante fazendo saltar uma 
faisca entre dois eletrodos, para gerar as ondas, e detetava-as usando uma antena 
ressonante. onde a detegao tambem era acompanhada de uma faisca entre eletrodos. 
Ele observou que a faisca de detegao saltava com mais dificuldade quando os ele- 
trodos da antena receptora nao estavam expostos a luz (predominantemente violeta 
e ultraviolcta) proveniente da faisca primaria na antena emissora, ou seja. quando 
se introduzia um anteparo entre as duas para bloquear a luz. 

Curiosamente, ao comprovar a teoria de Maxwell, coroamento da ffsica clas- 
sica, Hertz estava assim descobrindo o efeito fotoeletrico, uma das primeiras evi- 
dencias experimentais da quantizagao. Verificou-se logo que a razao pela qual a luz 
ultravioleta facilitava a descarga era por ser capaz de ejetar eletrnns da snperfir.ie 
metalica dos eletrodos. Os eldtrons assim ejetados. acelerados pela diferenca de 
potencial entre os eletrodos. contribuiam para ionizar o ar c facilitar a descarga. 
Hoje em dia. as fotocelulas , que tem inumeras aplicagoes praticas (fotometros. con- 
trole de portas de elevadores, ...), empregam o efeito fotoeletrico para converter um 
sinal luminoso numa corrente eletrica. 

As investigacoes posteriores do efeito, devidas principalmente a P. Lenard (1899), 
revelaram uma serie de caractensticas intrigantes, contraditdrias ao que seria es- 
perado pela ffsica classica. Para as experiencias. o material de onde serao ejetados 
os fotoeletrons deve estar limpo e polido, para evitar quaisquer contaminacoes: na 
pratica, isto implica que ele esteja num recipiente em alto vacuo. 
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Fig. 7.2 Efeito fotoeletrico 


Numa experiencia tfpica, os eletrodos 
estSo denlro de uma ampola de quar- 
tzo (transparente a luz ultravioleta) eva- 
cuada, e sc estabelece enure eles uma 
diferenca de potencial V, iluminando 
depois o catodo com luz de freqiiencia 
v e intensidade 7o . Mede-se a corrente 
eletrica i assim gerada com o auxflio 
de um amperimetro (fig. 7.2). 


Os result ad os de uma experiencia tfpica 
tem o aspecto ilustrado na fig. 7.3. Para 
7o e v fixos e um dado material do cato- 
do, todos os fotoeletrons arrancados pcla 
luz. sao coletados peio anodo quando a 
diferenca de potencial V’ e positiva, cor- 
respondendo a uma corrente const ante u 
(corrente de saturacao). 

Se agora invertemos a polaridade da voltagem, procurando frear os elctrons 
em lugar de acelera-los, a corrente continua passandn no mesmo sentido, mas vai 
diminuindo a medida que I VI aumenta, ate que sc anula para V = - V Fr onde 
Vp (> 0 ) chama-se potencial de freamento. 

Se aumentarmos a intensidade, de 7o para If (fig. 7.3), o aspecto da curva 
permanece o mesmo: apenas a intensidade i da corrente , ou seja, o n.° de fo 
toeletrons arrancados , cresce, sendo dir e tame nte proportional a intensidade da 
luz : duplica ao passar de / 0 a 2 1 () . 


i 

A 

1 1' 

L 1° 

y 



'a 

!/ 

i 

i. 

-v. 


- V 

Fig. 7.3 

Variagao de / com V 



Ultravioleta (v = 10 3 sec . '' 


Violets (v = 0 ; 7 x 10 sec.") 


Amarelo (v = 0.5 x 10 5 sec. ) 


Que acontece se variarmos a freqiiencia 
V da luz incidente? Verifica-se que o as- 
pecto qualitative das curvas tende a per- 

manecer o mesmo, mas o valor do poten- 

• < 

cial de freamento V t mu da, aumenta ndo 
a medida que se aumenta a. freqiiejicia v, 
conform e ilustrado na fig. 7.4. A figura 
se aplica a um catodo de metal alcaiino, 
como potassio, em que ocorre efeito fotoclctrico com luz visfvel (mesmo assim, 
deixaria de ocorrer com luz infravermelha); para a maioria dos metais, e preciso ir 


-3 -2 -1 


1 2 3 


4 5 
V (vcit) 


Fig. 7.4 Variagao de i com a freqiiencia da luz 
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7.3 'U sreito sotcffigrrifo 

ao ultra violeta. O potencial de freamento VV. para uma dada freqtiencia V, varia de 
substancia para substancia: e uma caracteristica do material. 

Como interpretar esses resullados? A producao da fotocorrente pela luz deve 
resultar dc que a luz fornega energia suficiente para arrancar eletrons da vizinhanca 
da superficie do material do catodo. Quando urn eletron 6 extraido, a carga positiva 
remanescente tende a atrai-lo de volta, e 6 preciso fomecer energia suficiente para 
veneer essa atracao. 

Como os eletrons no interior do catodo podem ter uma distribuigao de ener- 
gias (num metal, existem eletrons livres) e podem provir de profundidades diferen- 
tes, os eletrons arrancados devem ter direedes de movimento diferentes e veloci- 
dades (energias cineticas) diferentes. 

Para frear urn eletron de energia cinetica 7=1/2 m e v 1 (m e = massa do ele- 
tron), e preciso usar uma diferenca de potencial retardadora V tal que eV = T , 
onde (— e) e a carga do eletron. Logo, o potencial de freamento deve estar asso- 
ciado a eletrons com direcao de movimento perpendicular ao catodo e com energia 
cinetica maxima T ni = ^ m e v /; , : : 


1 

— in 
2 ' 


vC = eV. 


F 


( 7 - 8 ) 


Pel 2 conservacao da energia, essa energia cinetica maxima deve corresponder a 
energia E fornecida pela luz menos o trabalho W necessario (valores tfpicos dc W 
sao da ordem de alguns cV) para extrair um eletron da superficie contra a forca 
atrativa da carga positiva remanescente: 


J m e v l = e V F = E - W ( 7 . 9 ) 

onde W e uma caracteristica do material empregado denominada funedo de tra- 
balho. 

O que se esperaria entao segundo a teoria eletromagnetica classics? Uma onda 
eletromagndlica transporta energia.. que, como vimos, e diretamente proporcional a 
intensidade I 0 da onda , qualquer que seja sua frequencia v. Essa energia pode ser 
transferida aos eletrons do catodo, pois eles sao colocados em oscilagao forcada 
pelo campo eletrico da onda. 

Esperarfamos portamo que, a medida que I 0 aumenta, aumentasse E na (7.9), 
e por conseguime tambdm W. N&o e o que se observa experimentalmente: as cur- 
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vas da fig. 7.3 mostram que o aumento de Iq so eminent a a intensidade i da fotocor- 
rente (n.° de fotoeletrons ejetados), sem aumentar V>. Por outro lado. a variagao de 
Vf com a frequencia v (curvas da fig. 7.4) nao tem explicacao classica. 

Num trabalho publicado cm 1905, intitulado “Um ponto de vista heurfstico 
sobre a producao e transformacao da luz”, Einstein propos uma teoria do efeito 
fotoeletrico baseada numa extensao muito mais audaciosa das ideias de Planck 
sobre quantizacao: a de que radiacdo eletromagnetica de freqiiencia v consiste de 
quanta de energia 


\ E = hv\ ( 7 . 10 ) 


Nas palavras de Einstein. “A ideia mais simples 6 que um quantum de luz transfeie 
toda a sua energia a um unico eletron: vamos supor que e isto que acontece”. 

A (7.9) fica entao 


e V h . = h v - W (7.1 1) 



que e a e quag do de Einstein do efeito fotoeletrico. El a explica imediatamente o 
aumento de Vf com v . Como Einstein observou a seguir, 

“Se a formula deduzida e correta. um grafico de V Fi em funcao da frequencia 
da luz incidente, deve resultar numa reta, cujo coeficiente angular deve ser inde- 
pendente da natureza da substancia iluminada”. 

Com efeito. esse coeficiente angular, pela (7.11), e dado por hie ( h - constante 
dc Planck). O flsico americano R. A. Millikan nao acreditou na explicacao de Ein- 
stein. e passou os dez anos seguintes fazendo uma serie de experiences com o 
objetivo dc demonstrar que a prcdicao dc Einstein cia iiicuiicla. O resuliadu foi 
que, nas palavras de Millikan, “...contra todas as minhas expectativas, vi-me obri- 
gado em 1915 a afirmar sua compieta verificacao experimental, embora nada ti- 
vesse de razoavel, uma vez que parecia violar tudo o que conheciamos sobre a 
interference da luz”. 


1 

— m c 
2 £ 


2 

v m = 


Para explicar a diferenca entre a sua hipdtese e a de Planck:, o proprio Einstein tez mais tarde um paialelo 
bem humorado: “O fato de que a cerveja seja sempre vendida cm garrafas nao implica que a ccrveja consisia 
de poredes indmsiveis de uma gairafa cada uma 17 . 
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Conforme ilustrado na fig. 7.5, o coefi- 
ciente angular da reta e o mesmo para di 
ferentes substancias, mas as interseccoes 
com o eixo das abcissas sao diferentes, 
correspondendo a fungao de trabalho W 
dividida por h. O valor de W para cada 
substancia corresponde, como vimos, ao 
trabalho neccssario para remover um ele- 
tron da superficie. 

O nome “fdton” para um “quantum de luz” so apareceu cm 1926, num tra- 
balho de G. N. Lewis. A intensidade da iuz e proporcional a energia total que 
transporta, e por conseguinte ao rtumero de f 6 to ns, o que explica por que a fotocor- 
rente 6 diretamente proporcional & intensidade da luz. 

Varias outras caracteristicas do efeito fotoeietrieo classicamente inexplicaveis 
tem explicagao imediata atravds da hipotese de Einstein. Por mais intensa que seja, 
luz infravermelha nao produz efeito fotoeietrieo. Por outro lado, luz ultravioleta de 
intensidade extremamente fraca produz fotoeletrons alguns nanossegundos depois 
de inicidir sobre um material, quando, segundo a imagem classica, levaria muito 
mais tempo para transmilir energia suficiente a um fotoeletron. 

Conforme o proprio Einstein percebeu ao usar no titulo de seu artigo a ex- 
pressao “um ponio de vista heunstico”, a equagao do efeito fotoeietrieo (7.1 1) nao 
demonstra a exislencia de fotons: apenas pode ser interpretada dessa forma. Apos a 
formulacao da mccanica quantica, foi mostrado por Guido Beck (1927) que a 
relacao de Einstein resulta da quantizagao da materia (atomos), sendo desneces- 
sario, para obte-la, quantizar a radiagdo (fotons). 

Nao foi apenas Millikan que recebeu com incredulidade a hipotese dos fotons, 
por contrariar a teoria ondulatoria da luz, que era considerada como firmemenlc 
estabelecida. Em 1913, quatro ffsicos alemaes, entre os quais se inclufa Planck, 
encaminharam a Academia de Ciencias da Prussia uma proposta inusitada: a elei- 
gao para mernbro titular de Albert Einstein, que entao tinha apenas 34 anos. 



h h 


Fig. 7.5 Variacao de V F com v 


Beck, fisico austriaco, vcio cm 1942 para a Argentina. La e no Brasil, dcu importantes conlribuicoes para 
a formacao de cscolas dc ffsica lebrica. 
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A proposta terminava dizendo. 

“Em suma. pode-se afirmar que nao ha praticamente nenhum dos grandes pro- 
blemas em que a ffsica moderna 6 tao rica. ao qual Einstein nao tenha dado alguma 
notavel conlribuicao. Que ele as vezes tenha errado o alvo em suas especulacoes, 
corao por exemplo em sua hipolese dos "quanta de luz% nao pode realmente ser 
tornado como uma acusacao muito sdria contra ele. pois nao e possivel introduzir 
ideias verdadeiramente novas, mesmo nas ciencias mais exatas, sem correr alguns 
riscos de voz em quando". 

O prSmio Nobel dado a Einstein, em 1921, foi pela teoria do efeito fotoc- 
letrico. 


Evidencia mais direta de propriedades corpusculares da luz foi obtida entre 
1919 e 1923 por Arthur H. Compton, observando o espalhamento de raios X mono- 
cromaticos por um alvo de grafita (Compton recebeu o premi.o Nobel de 1927 por 
esses trabalbos). 

Compton usou raios X de comprimento de onda ?md = 0,7 A . O alvo espalha a 
radiacao incidente em todas as direcoes, e Compton usou um espectrometro de 
Bragg para raios X (Se§. 4.11) para fazer a analise espectral dos raios X espalha- 
dos em diversos angulos. Encontrou uma componente de mesmo comprimento de 
onda Xq que a radiacao incidente e outra de comprimento de onda X > Xq , onde o 
valor de X variava com o angulo de espalhamento: A X = X - Ao e o deslocamenio 
Compton. 

Para explicar esses resultados, Compton levou as ultimas conseqiiencias a hi- 
potese de Einstein, tratando os raios X em termos de fotons, ou seja, como partfcu- 
las de energia dada pcla relacao de Einstein (7.10). Para Xq = 0,7 A— 7 x 10 _lo m, 
e Vo = j x 10 18 s 1 e E to (energia dos raios X mcidentes) = 2 x 4,1 x 1U 3 eV (usando 
h = 4,136 x 10” 13 eV • s), o que da ~ 18 keV. 

Alem da energia, a radiagao eletromagnetica transporta memento. Pela (6.100), 
o momento do foton de raios X incidente e dado por 



(7.12) 


onde uq e o versor da direcao de propagagao dos raios X incidentes. Como 
Eyo = h Vo, resulta 
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(7.13) 

Grafita e uma forma de carbono. e a energia dos raios X incidentes, 18 kcV, e 
muito maior que a energia de ligacao dos eletrons (particuiarmente os mais exter- 
nos) ao atomo de carbono. Compton admitiu que os raios X pudessem ser espalha- 
dos pelos eUtrons do atomo, e neste caso a energia de ligacao seria desprezivel, ou 
seja, cada eletron se comportaria como se estivesse iivre. 

Finalmente, Compton tratou entao o espalhamento como uma colisao entre um 
foton . de energia £ yo e momento p- ro , e um eletron Iivre, inicialmente em repouso. 
Devido ao recuo do eletron na colisao, o foton espalhado tem energia Ey < ou 
seja. comprimento de onda k > Xo- conforme observado. 

Para encontrar dc que forma k depende do anguio de espalhamento 8 dos raios 
X, Compton aplicou as Ieis de conservacao da energia e do momento na colisao, 
em forma relativfstica, porque o foton 6 uma particula relativistica. 




Fig. 7.6 Efeito Compton 


Sejam E-, e p. energia e momento do 
foton espalhado na direcao u, e ( E , p) 
a energia e momento do eletron apos a 
colisao (recuo). 

As leis de conservacao relativfsti- 
cas dao entao: 

E y i) + m Q c 2 = Ey + E (7.14) 
e 



onde E e p do eletron estao relacionados pela (6.98): 

r~2 2 2 2 4 

E - p c = m Q c 

A (7.14) da 

E 1 = (E y0 - E., + m 0 c 2 )’ = (e y o - E y ) 2 + 2 [E.. 0 - E.. )/?;„ c 2 + m 2 0 c 


(7.16) 
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ou seja 


£ 2 - ml c = (e, 0 - £.,) + 2 - E.,)m 0 c 2 = p 2 c 2 (7.17) 

Por outro lado, a (7.15) da 

p 2 c 2 = fe 0 fit, - £ y fi) - (Zyaf + (E-J - 2 E., o £., cos 0 (7.18) 


pois u • ud = cos0 (vcja a fig. 7.6). 

Substituindo a (7.18) na (7.17) e cancelando os tcmos identicos, resulta 

(E y0 ~ E- f )”h c 2 = E r o E y (l - cos6) 



(i - cos e) 

m o c 1 


(7.19) 


Mas, pela relacao de Einstein, — 

£yo 


c 

hv o 


— , e da mesma forma para Ey. 


A X = X - X 0 



i f) h) c ) 


j 

(i - cose)! 


Deslocamento Compton 


(7.20) 


que da a variacao de comprimento de onda em funcao do angulo G de espalha 
mcnto. 

A constante ^ , onde mo e a massa de repouso de eletron, e chamada de 

wo c 

comprimento de onda Compton do eletron. Substituindo os valorcs numericos de 
h. mo e c, obtemos 


X c - -A- = 2,426 x 10 _l2 m - 0,02426 A 

m o c 


(7.21) 


Compton verificou experimentalmente tanto o valor absoluto do deslocamento 
quanto sua dependencia angular. Conforme ja foi mencionado, a radiacao espalhada 
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tambem contem uma component© de comprimento de oixda A#. Seu aparecimento 
pode ser explicado corao resultante do espalhamento nao por um eI6tron. mas pelo 
atomo como um todo. Como a massa do atomo de carbono e 4 ordens de grandeza 
maicr do que a massa do eletron, o deslocamento correspondente e desprezfvel. 

A interpretacao dc Compton recebe confirmacao adicional quando se observa 
o eletron de recuo. Isso foi feito por G. N. Cross e N. F. Ramsey em 1950, usando 
raios y de 2.6 MeV. O Angulo <p de recuo do elytron (fig. 7.6) foi verificado, con- 
cordando com seu valor teorico. Tambem foi verificado experimentalmente, por Z. 
Bay et a!. (1955), que o eletron de recuo e o foton espalhado emergem em coin 
cidencia (ao mcsmo tempo), com precisao da ordem de I0 _11 s . Logo, o tratamento 
do efeito Compton como uma colisao entre duas parn'culas (fdton e eldtron) ficou 
plenamente jusrificado. 


7 0 5 ligflierferd e ss des«©feertas d<s> k6®1©@ 

Nos primeiros anos deste seculo, J J. Thomson, o descobridor do eletron, pro- 
curou construir um modelo da estrutura de um atomo. Sabia-se que um atomo con- 
tem eletrons. que as massas atdmicas sao muito maiores que a massa de eletrons, e 
que o atomo 6 eletricamente neutro, com dimensoes tfpicas da ordem de 

10" ,0 m ( = 1 A) . 

Thomson propos entao um modelo em que a carga positiva estaria distribuida 
uniformemente dentro de uma esfera com as dimensoes do atomo, e os eletrons 
estariam dentro dessa nuvem positiva (como passas num bolo). Pelo teorema de 
Earnshaw (Fis. Bds. 3, Cap. 3), essa dislribuigao nao poderia estar em equilfbrio 
estavel sob a acao puramente de forcas eletrostaticas. 

Entrctanto, os eletrons podcriam mover- sc dentro da liuvcm. Aplieandu u mo- 
del o ao hidrogenio, o eletron poderia ter um movimento de oscilacao radial, com 
freqtiencia correspondente k luz visfvel (FIs. Bds. 3, Probl. 3.10) — embora isto 
nao explicasse o cspectro do atomo de hidrogenio, que contem uma serie de 
frequences diferentes: o modelo so daria uma. 

Ernest Rutherford, natural da Nova Zelandia, foi o sucessor de J. J. 
Thomson no Laboratorio Cavendish da Universidade de Cambridge. Ruther- 
ford desenvolveu inumeros trabalhos experimentais empregando as radiacoes 
emitidas por substancias radioativas: partfculas a (He^) , P(e”) e y (fotons 
de energia elevada). 
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Pig. 7.7 Espalhamento Rutherford 


Em 1909. dois assistentes de Rutherford, Geiger e Marsden. observaram o es- 
palhamento de partfculas a por uma lamina delgada de ouro, ulilizando o disposi- 
tivn experimental da fig 7 7 Uma fonte dp. radium emite parti on las a . de veJnoi- 
dade v - 1.52 x 10 7 m/s. Um feixe colimado de a incide sobre uma folha de ouro 
muito fina. de espessura - 10“' mm . o que equivale a alguns milhares de camadas 
alomicas. 

As a espalhadas numa dirccao 0 cram detetadas pelas cintilacoes provocadas 
pelo seu impacto sobre uma tela de sulfeto de zinco, observadas atrav6s de um 
microscopio. O angulo de observacao 0 era variavel, e o aparelho estava numa 
camara evacuada, para evitar que as a do feixe fossem espalhadas por moleculas 
de ar. 

Como a massa de uma a e ~ 8.000 vezes a do eletron. uma colisao com um 
eletron praticamente nao desviaria a a de sua trajetoria. Por outro lado, se valesse 
o modelo de Thomson, a carga positiva do atomo estaria uniformemente distribuida 
dentro do raio atomico, e tambem nao poderia produzir desvios muito grandes na 
trajetoria da a (mesmo cumulativos, por espalhamcnto multiplo, pois tenderiam a 
se cancelar). 

De fato, nas primeiras experiencias, so se observaram desvios muito pequenos, 
como se a folha de ouro fosse praticamente transparentc ao feixe de a . Rutherford 
relata o que aconteceu em 1910: 

!1 Um dia Geiger veio ver-me e disse: ”Nao seria bom que o jovem Marsden, 
que eu estou treinando em metodos radioativos, iniciasse uma pequena pesquisa?" 
Eu tambem tinha pensado nisso, e disse: “Por que ele nao olha se hd partfculas a 
espalhadas em grandes angulos?” Aqui entre nos, eu nao acreditava que houvesse, 
pois a a era uma paiticuia de massa e velocidade elevadas. portanto de grande 
energia. e podia-se mostrar que, se o espalhamcnto rcsultassc do efeito cumulativo 
de um grande niimero de pequenas deflexbes, a probabilidade de que uma a fosse 
retroespalhada seria muilo pequena. Lembro-me entao de que. dois ou tres dias 
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depois. Geiger veio ver-me extremamente excitado, dizendo: “Conseguimos obter 
aigumas particulas a espalhadas para tras...‘\ Foi a coisa mais incrfvel que jamais 
me aconteceu em toda a minha vida. Era quase tao incrfvel como se se disparasse 
um obus de 15 polegadas contra um lenco de papel e ele fosse defletido para tr£s : 
atingindo voce.". 

E mais adiante: “Reflelindo, pcrcebi que esse retroespalhamento deveria ser 
produzido por uina linica coiisao. e fazendo as comas vi que seria impossfvel obter 
qnalquer coisa dessa ordem de grandeza, exceto num sistema em que a maior parte 
da massa do atomo estivesse concentrada num nucleo diminuto. Foi entao que tive 
a ideia de um atomo com a carga (positiva) e massa concentradas numa miniiscula 
regiao central”. 

E fact I estimar ai£ que disdtncia do ceniro. onde se coiicenua a caiga pusitiva. 
de um atomo de ouro, uma partfcula a da energia empregada na experiencia precisa 
chegar para ser retroespalhada (Ffs. Bds. 3, Probl. 4.6). 0 resultado, conforme foi 
estimado por Rutherford, c uma distancia - 10 _l " cm , ou seja, ~ 10 vezes menor 
que o raio do atomo. Esse 6 entao um limite superior para o raio do nucleo. lsso 
significa que a materia 6, em grande parte, espaco vazio. Ao mesmo tempo, veri- 
fica-se a validade da lei de Coulomb ate distancias dessa ordem! 

Rutherford usou a mccanica classica para calcular a f radio dF das particulas 
incidentes que e espalhada em diferentes direcoes entre 0 e 0 + dQ (as orbitas sao 
hiperbolicas: o probiema e analogo ao de um cometa na gravitacao). Os resultados 
foram comparados com as experiencias de Geiger e Marsden, mostrando bom acor- 
do e completando assim a justificativa da existencia do nucleo e do model o ato- 
mic o de Rutherford. 



A forca coulombiana responsavel pel a de- 
flexao (fig. 7.8) e proportional ao produ- 
to da carga 2e da a pel a carga Ze do 
nucleo. Logo, determinando-se experi- 
mentalmente a fracao dF espalhada entre 
0 c 0 + d 0 pode-se medir a carga nu- 
clear Ze. 


Os resultados obtidos por Chadwick para Z coincidiam, dentro do erro experi- 
mental, com o ntimero atOmico do elemenlo utilizado como alvo, ou seja, com o 
seu niimero de ordem na tabela peribdica dos elementos: 1 para FT, 2 para He , 3 
para Li, ... 
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Rutherford e sua escoia estabeleceram assim experimentalmente que o atomo con 
siste de urn nucleo de carga Ze e dimensoes < 10 _!2 cm. que concentra quase toda a 
massa atornica, e Z eletrons distribuidos erti dimensoes - 10 -8 cm em tomo dele. 


A primeira evidencia experimental significativa sobre espectros atomicos es- 
tava contida na descoberta, feita por Fraunhofer em 1814, de urna serie de linhas 
escuras no espectro solar O'raias de Fraunhofer’)- 

Em 1859, Kirchhoff e Bunsen descobriram que o espectro de emissao de um 
elemento, formado por uma serie do frequencias bem definidas ( linhas espectrciis : 
as linhas obtidas sao imagens da fenda do espectroscopio), e caracteristico desse 
elemento. Asim, a emissao do vapor de sodio (obtida, por exemplo. lancando sal de 
cozinha na chama de um bico de Bunsen) contein duas linhas muito proximas no 
amarelo. respons&veis pela cor amarela da luz emitida. Os dois mesmos compri- 
mentos de onda aparecem como linhas escuras entre as raias de Fraunhofer. 

Esse ultimo fa to foi interpretado como significando que as linhas escuras for- 
mam o espectro de absoredo. A radiacao termica solar, que tem um espectro con- 
tfnuo, e parcialmente absorvida ao atravessar a atmosfera do Sol, e as linhas es- 
curas sinalizam a presenca do elemento ao qual estao associadas (sodio, por exem- 
plo) nessa atmosfera. Essa descoberla de Kirchhoff e Bunsen serviu de base a ana- 
lise da compos i^ao quimica das estrelas em astrofxsica, atraves do scu espectro de 
absorcao — em particular, permitiu identificar o desvio Doppler para o vermelho e 
descobrir a expansao do Universo (See. 6.8). 


Visfvel 


n = 3 


6 7 8 


H. 


Hr 




H 


contmuo 


X= 6562,8 A 4861,3 4340,5 4101,7 3645.6 (limit© de 

Vormolho Azui Violctc UKraYiolcta convcrocnoia) 


Fig. 7.9 Espectro do H 

No espectro de emissao do hidrogenio atdmico (H, nao H 2 ), p. ex., aparece na 
regiao do visfvel, estendendo-se ate o ultravioleta, um conjunto do raias que vao-sc 
aproximando cada vez mais umas das outras (fig. 7.9), tendendo a um ponto de 
acumulacao. 


* Thomas Melvill ja havia observado espectros de emissao de gases em 1 752, mas com resolucao muito pobre. 
** William Wollaston havia visio algumas linhas escuras cm 1 802. 
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Em 1885. Johann Balmer, um professor secundario em Basel, encontrou uma 
formula empirica que reproduzia com grande precisao (dentro de 0,02%) as posi- 
coes desse conjunto de raias: 



2 ^ 


n 

(n = 3,4,5,...) 

n 2 - 4 y 


(7.22) 


o 

onde C 6 uma constante, que Balmer tomou = 3645.6 A . Note que C 6 o limit e da 
serie : C = X ~ . 

Uma forma mais sugesiiva de apresentar esse resultado e em termos de inver- 
se) s de comprimentos de onda : 



= *K 


i 

2 2 




(Balmer) 


(7.23) 


onde Rh = 4 / C chama-se constante de Rydberg para o hidrogenio. Seu valor 6 


; R„ = 109.677 cm" 1 


(7-24) 


A linha Mo no vermelho e responsive) pela cor avermelhada de uma descarga num 
tubo com hidrogenio. A serie de linhas espectrais dada pela (7.23) chama-se serie 
de Balmer. 

Em 1906, Lyman descobriu outra serie de linhas no ultravioleta distante no 
espectro do H, coin 



= R 


H 


'1 

ll 2 



(n = 2,3,...) 


(Lyman) 


e em 1908 Paschen descobriu outra serie no H, dada por 



(Paschcn) 


(7.25) 


(7.26) 


esta no infravermelho. 


Todas essas series sao da forma geral 


_l 

K(„) 


= R 


H 


m 




(7.27) 



e sao casos particulars de uma regra geral. associada ao principle) de comhinacao 
de Rydberg e Ritz , segundo a qual iinhas espectrais podem sempre ser represen- 
tadas como diferencas de dois lermos espectrais: 



(7.28) 


de forma que, sc duas freqiiencias Vj e V 2 (v = c/\) apareccm num espectro, 
podemos esperar que tambem aparegam Vi + V 2 e lv« - V 2 I 

Por exemplo, a l. a liiilia da serie de Lyman tem 1 /A dado por Tfe ^ 1 - j) e a 

1 a da serie de Palmer por Rjj j 1 _ -1 \ a combinagao das duas da Re [ 1 - ^ que 
e a 2.“ linha da serie de Lyman. 

Todos esses resultados cram incompreensfveis pel a ffsica classica. O modelo 
classico de emissao de luz monocromatica, como vimos, era 0 oscilador de Hertz , 
que so emite a freqiiencia de oscilacao v. Sislemas oscilantes mais gerais podem 
emitir tambem harmonicos dcssa freqiiencia, como 2v , 3v , .... mas nao ha nada 
que se pareca ao prinefpio de combinaccto de Rydberg-Rilz nem Ss series espec- 
trais, como as do H. 

O si@ B©hf 

Os resultados de Rutherford trouxeram um novo desafio para a compreensao 
da estrutura do atomo, mostrando que o modelo de J. J. Thomson era inadmissfvel. 
Um modelo eletrostatico era exclufdo pela impossibilidade de levar a uma configu- 
racao de equilflorio estavel (teorema de Earnshaw). 

Modelos dinamicos do tipo de um sistema planctario. com os eletrons orbi- 
tando em torno clo niicleo, haviam sido considerados, mas tambem apreseniavam 
uma dificuldade insuperavel dentro da ffsica classica. 

Em qualquer orbita descrita em torno do nucleo, um eletron esla contimia- 
mente se movendo com aceleragao * 0 . Mas uma carga acelerada, dc acordo com 
a teoria de Maxwell, emite radiagao, e por conseguinte perde energia, tendendo a 
aproximar-se do micleo. A drbita se transforma numa espiral, que acaba levando a 
capture dos eletrons pelo nucleo e ao colapso do atomo. Para uma orbita de dimen- 
soes atomicas. cssc colapso ocorre num tempo inferior a 10 -s s! Logo, conforme ja 
foi observado na Sec. 7.1, a ffsica classica nao consegue sequer explicar a existen- 
cia de atomos c a estabilidade da materia. 
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s C rrodeb cio-nico ds Boh? 

Em 1912, Niels Bohr transferiu-se do laboratorio de J. ,T. Thomson em Cam 
bridge para o de Rutherford, quo nessa epoca estava em Manchester. Bohr procurou 
interpretar os resuliados de Rutherford construindo um modelo para o atomo mais 
simples, o de FL com base nas ideias de Planck e Einstein sobre quantizacao. 

Bohr, perccbendo que a teoria classica nao poderia explicar a estabilidade do 
atomo em seu estado normal, com o eletron orbitando em tomo do nucleo scm 
emitir radiacao, resolveu simplesmente postula-la, admitindo a existencia de 
estaclos esiacionarios com estas caracterfsticas. 

De acordo com a mecanica classica, o problema de um eletron orbitando em 
lorno de um prdton no dtomo de H, sujeito apenas a forca coulombiana, e inieira 
mente analogo ao problema de Kepler de dois corpos na gravitacao, levando a or- 
bitas em geral elipticas, como as dos pJanetns, porlendo haver. Como caso particu- 
lar, orbitas circulares (Fig. 7.10). Bohr resolveu considerar esse caso mais simples. 

Se /' e o raio de uma 6rbita circular e v a velocidadc com quc cla e descrita, 
sabemos que v e constante pela conservacao do momento angular L (o campo e 
central): 

I L = mvr = constante (7.29) 



Fig. 7.10 Orbita circular 


onde, para simplificar, fizemos 


A aceleracao a do eletron e puramente 
centripeta. 


a 



r 


(7.30) 


A unica forca que atua e a forca coulom- 
biana entre o eletron e o proton. 


F = —S— f = f (7-31) 

r 2 r 


'q 2 =e 2 1 (471 £ 0 ) 


(7.32) 


Obtemos portanto 
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/?2 V ’" = 



(7.33) 


Tomando o nfvel zero de energia total no infinito, ou seja, com o eletron “infini- 
tamente” afastado do nucleo e em repouso. a energia E do sistema e 



2 <7 

m v 

r 


t 



pela (7.33) 


(7.34) 


onde o sinal ( - ) se deve a escolha do nfvel zero para E : e preciso fornecer energia 
para levar o eletron ate o "infinito”. 

Quando o atomo emite iuz, sua energia tern de diminnir. Usando a (7.34), 
Bohr associou essa variacao de energia AE a uma variacao do raio da orbita. que 
passaria de um valor inicial r, a um valor final r f : 


A E^ f = 



f 

2 'N 


f 


<r 


q 

_ £_ 

1 

1 

- r i 



2 




(7.35) 


Bohr baseou-se na teoria de Einstein do efeito fotoeletrico para associar essa va- 
riacao de energia a freqiiencia v do foton emitido usando a relacao 


A = fi\ = : 

1 X 


(7.36) 


o que da, levando na (7.35), 


| 1 

'J 

c r 

( 

1 


1 

! X 

2 he 

/V 

j 

r u 

J 


(7.37) 


que ja tem a estrutura de uma diferenca entre dais termos espectrais . como a (7.28). 

Um espectroscopista havia informado Bohr sobre as formulas empfricas para o 
espectro do H. “Assim que vi a formula de Balmer”, disse Bohr, “tudo se tornou 
claro para mim”. 
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Sc identi.fi carmos cada termo da (7.37) com a (7.27), inferimos, com efeito. 


g 2 = Ih 

2 h c r n n 2 


(7.38) 


ou seja, que os raws das orbitas sao dados por 


r n = n 1 a {) (ji = 1,2,3,...) 


(7.39) 


onde 



H 


RAIO DE BOHR (7.40) 

(da me nor orbita, n = 1) 


e a energia E„ assoc iada a orbita n , pelas (7.34) e (7.39). c 



com jcf.(7.36)j 



= h v. 


n—±m 



1 



(7-41) 


(7.42) 


dan do a freqiiencia da linha espectral emitida na passagem de n para m. 

A (7.40) relaciona o raio da l. a orbita de Bolir com a conslante de Rydberg, 
que e determinada experimentalmente. Mas Bohr conseguiu relaciona-la com outras 
constantes ffsicas fundamentals usando sen principin de correspondence (Seg. 
7.1). a ideia de que a fisica classica deve ser obtida como caso limite. 

No limite em que o “numero qucintico ” il se torna muito grande, a (7.39) 
mostra que o raio da drbita correspondente cresce rapidamente, aproximando-sc dc 
dimensoes macroscopicas. Hoje em dia, embora isso seja altamente nao trivial, sa- 
be-se preparar atomos nessa situacao, p. ex., com n > 50, que sao chamados dto- 
mos de Rydberg. 

Se considerarmos entao uma transicao entre duas orbitas vizinhas, 
n -h 1 — > /z, a variagao fracionaria de raio e muito pequena, e podcmos considerar 
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tSQ'id Qu«H*lCa 


que o eletron permanece nunia unica orbita circular quase macroscopica. A frc- 
quencia v da radiacao emitida nessa transicao 6, pela (7.42). 


V n+ J-4« 


<f 

1 

1 


2 ha 0 

n 1 

(jj + 1 

7 . 



ou seja, para n » 1 , 




h u {) n : 


(re » l) 


(7.43) 


Mas nesse caso a ffsica classica, que deve resultar como caso limite, preve que a 
freqiiencia da radiacao emitida coincide com a freqiiencia do movimento circular 
uniforme ao Iongo da orbita. 




2k r 



(Frcqucncia elds sic a) (7.44) 


onde, pela (7.33). 


de modo que 



o y 

< i = c r 

mr n ma Q n 2 


m 


kiss 


m a 0 tv 


4 7t 2 n x a] 


(2 7t)” m(n 2 j 


(7.45) 


Como v, 2 = I / t,j onde x„ 6 o periodo, e n 2 ao - r n> a (7.45) nao passa da 3. a lei de 
Kepler, os quadrados dos periodos sao proporcionais aos cubos dos raios das 6rbi- 
las correspondentes (Fis. Bds. 1, Sec. 10.4). 

Lfsando o principio de correspondence, a (7.43) da 



(7.46) 
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e, comparando com a (7.45), resulta [cf. (7.32)] 



r h 2 e 0 

(2 j if m(aj h 2 a 0 2 

| j 0 mcf n me 2 


(7.47) 


que exprime o .raio de Bohr em fungao de constantes fundamentais da ffsica. 
Substituindo os valores numericos 


£ 0 = 8,854 x 1()“ 12 F / m , h = 6,626 x 10‘ 34 J - s 
= 9,109 x 10- 31 kg , ^ - 1,602 x 10' 19 C 


acha-se 


a 0 = 5.29 x 10" 11 m = 0,529 A 


(7.48) 


e a (7.40) da o valor da constants de Rydberg R H correspondente: 




2 hca 0 


2 71" m q 
cie 


m e 4 
8 £q c If 


(7.49) 


Substituindo os valores numericos, acha-.se Rh ~ 109.600cm o que ja con- 
corda bastante bem com o valor experimental (7.24). A concordance ainda melhora 
quando se leva em conta que o proton foi tratado como em repouso (massa infi- 
nita), quando na verdade deveriamos ter usado o referencial do CM e a massa 
reduzida ( Fts . Bds. 1, Seg. 10.10). Esse foi um grande sucesso da teoria de Bohr. 

A expressao do raio de Bohr em termos da constante de Planck e da carga e 
massa do elytron foi urn marco na historia da ffsica, definindo a escala atomica de 
tamanho. Como observon Dirac, “grande” e “pequeno” dcixaram de ser conceitos 
relativos, com a introducao, pela primeira vez, de uma escala absoluta, baseada em 
constantes universais da Ncitureza. 

Entretanto, a condicao (7.38), que seleciona os raios das orbitas circulares, foi 
obtida identificando a (7.37) com a formula de Balmer. Haveria alguma justifica- 
tiva teorica para essa regra dc selegao? 

Pelas (7.29) e (7.33), o quadrado do momenlo angular L„ do eldtron na drbita 
de raio r„ e 
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K = ™ 2 v l r l = m <f r n = w n 1 = n 2 ^ 


pel a (7.47) 


ou seja, 


L n = n* (« = l, 2, 3, ...); (7.50) 


Isso significa que os raios das orbitas correspondent a quantizacao do momenta 
angular em unidades de h. As dimensdes do momento angular sao as mesmas da 
acao. 

Refazendo em sentido inverse) o caminho que nos levou a esses resultados. 
vemos que o model o atomico de Bohr pode ser deduzido a parti r das seguintes 
hipoteses: 

(I) ESTADOS ESTACIONARIOS: Existe no dtomo um conjunto disc rc to de 
estados chamados de “estaciondrios” . Pelo menos o estado estacion^rio de energia 
mais baixa [dado pels (7.41) com n = 1 para o H], chamado de estado fundamental, 
e realmente estacionario, no sentido de ser estdvel: o atomo pode permanecer nele 
indefinidamente. 

Esses estados correspondem a orbitas eletronicas em torno do nucleo, que 
Bohr calculou usando as leis da mec&nica newtoniana e considerando somente or- 
bitas coulombianas circulares. 

Esta hipotese ja viola a teoria eletromagndtica cMssica, segundo a qual a ace- 
lera^ao do eletron nessas orbitas levari a a emissao de radiacao, fazendo-o espiralar 
para dentro do nucleo. 

(TI) CONDICAO DE QUANTIZACAO DE BOHR: Os estados estaciondrios 
sao aqueles que satisfazem d condicao de quantizacao do momento angular (7.50). 

(Ill) CONDICAO DE FREQOfiNCIA DE BOHR: Quando um eletron passa 
de um estado “ estaciondrio” de energia E n para outro de energia E m a diferenga 
de energia corresponds, se E r . > E „ , , a emissao de um foton, de freqiiencia dada 
por 



n-*m 


&-£„)/ h \ 


( 7 - 51 ) 


Tambem pode ocorrer o processo inverso, em que o atomo passa de E m para 
E n por absorgao de um foton dessa freqiiencia (espectro de absorcao). 
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Fode-se perguntar per que os estados com n = 2, 3, 4. ... sao chamados de 
“eslacionarios”, uma vez que tendem a passar para o estado fundamental n = I, 
com emissao de um loton da serie de Lyman. A razao e que o periodo de revolucao 
numa orbita e da ordem de grandeza do perfodo da luz visiveL ou seja, - 10 1_r s, 
ao passa que a 6i vida media" para emissao de radiagao e tipicamente -10 s, de 
forma que o eletron. no modelo de Bohr, descreve um grande numero de revo- 
lucoes numa orbita antes de passar para outra. 



Fig. 7.11 Diagrams de termos de H 


A fig. 7.11 mostra um “diagrama de termos”, no sentido da (7.28), ou, o que 
e equivalente, dos niveis de energia dos estados esiaciondrios, previstos pel a teoria 
de Bohr para o atomo dc H. 
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c' .T.c’db: c£ :ccr’; 


Com a escolha feita do nivel zero de energia. a energia do estado fundamental 
do H, pelas (7.41) e (7 .49), e 


*> 



(7.52) 


A = 4,136 x 10 -,5 eV • s' 
c = 3 x 10 lo cm / s 
A’„ = 109.677 cm -1 


£, * -13,6 eV 


isso significa quc 6 prcciso fo meet t 13.0 eV ao atomu no scu csludu funda- 
mental para remover o eldtron at6 uma distancia “infinita*' do nucleo com energia 
zero, ou seja. para ionizar o atomo de H. Esse resultado concorda com o valor 
experimental da energia de ionizcicdo do H. 

Se fornccermos mais do que esta energia, o eletron nao so sera ionizado, como 
ainda tera uma energia cinetica positiva . que pode variar de forma contfnua. Por 
isso, a regiao hachurada acima de n - ^ na fig. 7.11 foi marcada "espectro con- 
tinue)”. Como o eletron nao esta mais ligado ao nuclco, podemos pensar nesses 
cstados como representando o espalhamento de um eletron por urn proton. 

A energia de excitagdo minima que e preciso fornecer ao eletron para remove- 
lo do estado fundamental e aquela correspondente a transicao para o l.° estado 
excitado, n - 2. dada por (cf. (7.42)] 


- I = - x !3,6eV = 10,2 eV. 

4y 4 

Os experimentos de Franck e Hertz 

Uma verificacao experimental imporiante das id£ias de Bohr, em particular do 
conceito da energia de excitagdo minima de um atomo, que acabamos de discutir, 

-J: 

foi obtida numa serie de experimentos de James Franck e Gustav Hertz realizados 
a partir de 1914. Ate entao, o caratcr quantizado de transferences dc energia tinha- 
se restringido essencialmente k emissao e absorc3o da radiacao. Os experimentos 



* 


Nao confundir com Heinrich ! Icrtz. quc vcrificou a teoria de Maxwell. 
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de Hg 


de Franck e Hertz foram os primeiros a demonstrar o carater quantizado de trans- 
ferences de energia cm que a energia transferida era energia cinetica, com a trans- 
ference efetuada atraves de colisdes . 

g! 'X O arranjo experimental mais simples que 

g — 0 — ► empregaram esia ilustrado na fig. 7.12. 

• v — J Vapcr de Hg v _ _ . 

V : ^ -x JNum tubo contendo vapor de mercurio a 

Reoiso iivre ^aixa pressao, eletrons emitidos por urn 

, : decampo fi] aTne nto incandescente C (catodo) sao a- 

v 0 celerados por uma diferenca de potencial 

Vo varidvel at£ o anodo. que e uma erode 

Fig. 7.12 Experiment de Franck e Hertz 

G. cujos inters ticio.s os eletrons podem 
atravessar. penetrando depois numa regiao Iivre de campo eletrico, onde a veloci- 
dade v adquirida pelos eletrons acelerados se mantem, enquanto eles nao colidem 
com atomos de Hg. 

A energia cinetica adquirida pelos eletrons que atravessam a grade e 


Fig. 7.12 Experiment de Franck e Hertz 


— mv = eV n 
2 0 


(7.53) 


(a energia tdrmica da emissao pelo filamento e desprezfvel em confronto com e Vo). 

Aumentando gradualmente Vo , verifica-sc que o vapor de mercurio permanece 
escuro. ate que se atinge o valor Vo = 4,88 V. quando ele comeca a cmitir radiacao 
com A. = 2537 A, caracterfstica do Hg. 

Usando a "condicao de freqiiencia” de Bohr (7.51). a diferenca de energia 
associada a freqiiencia v = c/X f com X = 2537 A, eAv« 4,88 eV. Logo, a inter- 
pretacao do resultado experimental 6: enquanto o potencial acelerador e insufi- 
ci cute para comunicar aos eldirons essa energia cinetica. eles nao podem transferir 
aos dtomos de Hg com os quais colidem a energia de excitacao minima necessaria 
para remove-! os do estado fundamental. 

Assim que e atingido o limiar de excitacao de 4,88 eV, comecam a ocorrer 
colisdes ineldsticas entre os eletrons e os atomos, em que energia cinetica dos 
eletrons e convertida em energia de excitacao e depois reemitida sob a forma de 
radiacao de 2537 A. 

Tambem foram observados limiares associados a transicoes para outros nfveis: 
estas experiences constituent um dos primeiros exemplos de hombeamento atomi- 
co, em que um atomo e transferido de seu estado fundamental a algum de seus 
estados excitados de forma controlada, no caso atraves de colisoes com eletrons. 
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Alem disso, tambem foi determinada experimentalmente por Franck e Hertz a 
energia necessdria para icmiza r os &tomos, que corresponde % transic3o do estado 
fundamental para o espectro continuo; o valor de Vo correspondent© e o potential 
de ionizacdo , e concorda com aquele inferido espectro scopicamente pelo limite de 
uma serie de linhas espectrais. 


Em 1923, o ffsico trances Louis de Broglie, que estava preparando sua tese de 
doutoramenlo, sugeriu uma serie de ideias especulativas, baseadas nos resultados 
ate entao obtidos para fotons. na teoria de Bohr, e na analogia otico-mecanica (Sef. 
2 . 11 ). 

Para os fotons, como vimos no tratamento do efeito Compton, manifestam-se 
efeitos que os caracterizam como particulas, mas que ao mesmo tempo dependem 
de sua s propriedades ondulatorias . como a relacao (7.13) entre a magnitude do 
momento p do foton e o seu comprimento de onda X: 


h t , 

p = - = « k 


(7.54) 


0 aparecimento de numeros inteiros na condicao de quantizacao de Bohr para 
as drbitas dos eletrons no atomo de H foi uma pista importance. Nas palavras de de 
Broglie, 

“A determinagao do movimento estacionario dos eletrons no atomo introduz 
numeros inleiros; ora. ale aqui os unieos fendmenos em que intervinham inteiros na 
ffsica eram os de interferencia e rnodos normais de vibracao. Esse fate me sugeriu 
a ideia de que tambem os eletrons nao deveriam ser considerados somente como 
corpusculoa mag dc que deveriam cstar agsociados com pcriodicidadc”. 

Assim. a contrapartida das propriedades corpuscularcs da luz. antes conside- 
rada como onda, seriam propriedades ondulatorias dos elelrons. (mais geralmente, 
dc outras particulas), ate entao tratados como corpiisculos. Por analogia com a (7.54). 
de Broglie postulou que o comprimento de onda associado a particulas (nao-rela- 
tivisticas) de momento p = mv, seria 



p mv I 

que se chama o com.prune.nlo de. onda de de Broglie da parttcula. 


(7.55) 
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Qual seria o valor de X para eletrons de diferentes energias £? Para um eletron 
livre nao-relativfstico. a energia e puramente cinetica: 


E = 


P~ 
2 m 


{ 




(7.56) 


Para urn eletron de 1 eV, temos: 

E = 1,602 x 10~ 19 J , m = 9.109 x 10~ 3, k° , h = 6,626 x 10 _34 J.s, 


o que da 


/. (l eV) = 1,22 x KT 9 m = 12,2 A 


ou seja 

12,2 

Assim, para um eletron de 100 eV, tem-se A = 1,22 A , para 10 4 eV, X = 0,1 22 A; 
muito acima disso, ja seria preciso usar a energia relativistica. Por outro lado, para 
protons de 1 keV, seria X - 0.009 A (devido a M p ~ 1836m* ). 

Os pequenos valores de X mesmo para particular da escala atdmica explica- 
riam por que as propriedades ondulatdrias teriam passado desapercebidas. Confor- 
me obeervou de Broglie, e a mesma razao pela qual as propriedades ondulatorias da 
luz; visivel passam, normalmente desapercebidas, perinitindo que se empregue a 6ti- 
ca geometries em lugar da dtica ondulatoria. 

Durante a defesa de tese, Jean Perrin perguntou a de Broglie se as suas ondas 
poderiam ser detetadas experimentalmente. A resposta de de Broglie foi que isso 
talvez fosse possrvei fazendo expcriencias de difracao de eletrons por cristais. 

Sem que Perrin ou de Broglie soubessem, ja existiam alguns dados experimen- 
tais nessa ocasiao indicatives do efeito, em expcriencias no laboratorio de C. PL 
Davisson em N. York, de espalhamento de eletrons por amostras cristalinas de m- 
quel (foi um antecessor dos laboratories da Bell). 


A 


(7-57) 
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Entretanto, efeitos muico mais claros apareceram nessas experiSncias por aca- 
so, devido a um acidenle ocorrido no lahoratorio em 1925: uma garrafa de ar liqui- 
do explodiu, levando o alvo de nfquel a ficar oxidado. Para eliminar o oxido : o 
alvo foi submetido a um tratamento termico que o transformou, de um agregado 
policristalino, em pequeno nutnero de monocristais. O resultado foi uma mudanca 
radical na distribuicao angular dos eletrons espalhados: aparcceu um pico intenso 
correspondentc a um angulo dc desvio de 50°, para um feixe de eletrons de 54 eV. 



Por difracao de raios X sabia-se que o espacamento D entre dtomos de Ni na su- 
perffcie era de 2,15 A. 

Se o feixe de eletrons sofre difracao de Bragg por uma farm'lia de pianos rcti- 
culares que forma um angulo 9 com a superficie (fig. 7.13), o espacamento entre os 
pianos c d = D sen 9, e a condicao de Bragg (4.89) da, para m = 1, 


2 d sen 



= X - 2 D sen 9 cos 6 - D sen (2 0) 


(7.58) 


Mas 2.9 e o angulo de desvio (tig. 7.3), de modo que 

X = 2 ,15 A sen 50°= 1,65 A 

ao passo que a (7.57) daria X = 1.66 A . Confirmou-se assim que o pico a 50° era 
devido a difracao de Bragg dos eletrons pelo cristal de Ni . 

Vimos na Sec. 4.1 1 que outra tecnica de difracao de raios X6o metodo dos 
pos cristalinos dc Debye e Scherrer, em que o agregado de microcristais do po 
tem faces distribufdas ao *acaso, levando a formagao de aneis concentricos de 
difracao. 
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Experiences analogas de difracao de eletrons foram feitas cm 1927 por G. P. 
Thomson, mostrando os aneis de difracao esperados. 30 anos antes, em 1897, o pai 
dc G. P. Thomson. J. J. Thomson, havia descoberto o eletron, tendo ganho o Pre- 
mio Nobel de 1906 pela identificagfto dos eletrons como corpusculos. Em 1937, 
juntamente com Davisson, G. P. Thomson ganhou o Nobel — por demonstrar que 
eldtrons sao ondas! 

Em 1929, I. Estermann e O. Stern demonstraram a difracao de partfculas neu- 
tras: cttomos de He c moleculas de H 2 , verificando a validade da relacao de dc 
Broglie tambem neste caso. Posteriormente, foram feitas experiencias de difracao 
com neutrons, levando a tecnicas valiosas de investigacao da estrutura de cristais, 
complementares a difracao de raios X. 

Vimos ate aqui os eventos mats importantes quo prcccdcram a formulacao da 
teoria quantica, correspondendo a “velha teoria quftntica”, desenvolvida durante o 
primeiro quarto deste seculo. A caracteristica principal dess a era foi a abordagem 
heurfstica, fenomenologica, procurando encontrar aspectos da nova dinamica do 
mundo atomico e subatomico de forma semi-empirica. 

Embora tenha obtido alguns sucessos not&veis, a velha teoria quantica tinha 
defeitos muito serios. Em primeiro lugar, era uma mistura extremamente arbitraria 
de fisica classica com novos poslulados alheios e contraditorios a ffsica classica. 
Alem disso, o modelo atomico de Bohr nunca pode ser extendido a atomos com 
mais de um eletron “otico”, isio e, envolvido nas transicoes que dao origem ao 
espectro otico: por ex., ao atomo de He. Mesmo para o atomo de H, confer me 
veremos, a predicao da teoria de Bohr para o momento angular no estado funda- 
mental (L = Ti ) e incorreta: o momento angular e nulo. 

Na avaliacao de Einstein: “Que essas bases inccrtas e contraditori&s ten ham 
permitido a Bohr descobrir as leis que regem as linhas espectrais e as camadas 
eletrOnicas dos atomos, bem como seu significado para a quimica, pareceu-me co- 
mo um milagre”. 

fof H @®iygaf®a@ de i«hr®sSimger 
pgarga estsdes ©sfsi®i@Mi ,l i©s 

Os trabalhos dc de Broglie, antes da confirmacao experimental dos efeitos on- 
dulatorios associados a partfculas, nao haviam tido muita repercussao, mas sua im- 
portancia foi logo reconhecida por Einstein. 

Em 1926, Peter Debye, que estava na Escola Politecnica Federal de Zurich, 
organizava, juntamente corn Erwin Schrodinger, seu sucessor na Universidade de 
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Zurich, um coloquio conjunto. Conversando sobre a teoria de dc Broglie, concor- 
daram que nao a entendiam, e Debye pediu a Schrodinger que preparasse um colo- 
quio sobre esse tema. Foi a preparagao do coloquio que acabou Ievando Schrddin 
ger. poucos meses depois. a formulacao da mecdnica ondulatorici, a sua versao da 
mecanica quantica. 

Schrodinger, que tinha uma excelente forma^ao em fisica matematica, preocu- 
pou-se logo em encontrar uma equagao de ondas para as on das materials, de de 
Broglie, comecando pelos estcidos estaciondrios , ou seja. por partfculas de energia 
E dada. 

Para partfculas livres nao -relativistic as isso era bastante simples. Com efeito, 
nesse caso, as relacoes de de Broglie implicam, como vimos, que a freqiiencia v da 
onda e seu numero de onda k — 7 k/ a e.stao relacionados com a energia e o mo- 
men to da partfcula por 


■ E = hv = tico 


P = ~ = hk 

A 


(7.59) 


ao mesmo tempo que se tem, para uma partfcula livre de massa m , 


E = 



(7.60) 


(a energia e puramente cinetica). 

Por outro lado, a equacao de ondas monocromaticas de numero de onda k e, 
em tres dimensoes. 


i 6 + kZ )v ( x ) = 0 

ou seja, usando as (7.59) - (7.60), 


(7.61) 




2 m 
h 2 




ou, finalmente. 
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h 1 
2 m 


A \\f 


(x) = £ V (x) 


(7.62) 


que e a equacao tie Schrodinger estacionaria para partfculas livres nao-relativisti- 
cas de mass a m e energia E. 

Consideremos agora o problema nao-relativistico do movimento de uma par- 
tfcula de mass a m e energia E num campo de forcas, associado a energia potencial 
V'(x), para o qual 


E = 


P' 


A m 


V{x) 


( 7 . 63 ) 


O problema do atomo de hidrogenio, p. ex., e desse tipo. 

Para obter a equagao das ondas de de Broglie nesse caso, Schrodinger apelou, 
como o proprio de Broglie ja fizera, para a analogia otico-mecdnica que havia sido 
descoberta por Hamilton. 

Vimos na Sec. 2.11 que a trajetoria de uma particula de energia E dado num 
campo de forcas de energia potencial V(x), segundo as leis da mecanica classics, e 
identica a de um raio luminoso num meio inomogeneo de fndice de refracao dado 
pel a (2.73), 


77 

: 




(7.64) 


segundo as leis da 6tica geometrica. 

Em seu primeiro trabalho de 1926, Schrodinger argumentou: 

“Nossa mecanica classica e talvez completamente analoga a otica geometrica, 
e por isto falha e esta em dcsacordo com a realidade ... Portanto 6 prcciso cstabelc- 
cer uma mecanica ondulaioria, c o metodo mais obvio 6 a elaboragao de uma leoria 
ondulatdria a parti r da analogia HamiltonianaA 

Sabemos (Sec. 3.1) que, para ondas dc niimero de onda reduzido &o num meio 
de fndice de refracao n, o niimero de onda no meio e k = n ko . Logo, a equagao de 
ondas monocromaticas (7.61) deve ser substitufda por 

f[A -+- n 2 (x) kl 


v 60 = o 


(7.65) 


onde k) e o niimero de onda na ausencia do meio. on seja, para partfculas livres, de 
mesma energia (freqiiencia), dado, como na (7.61), por 



(7.66) 
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a primordios da t 


zeorta cjincicj 


k 2 - Po 

0 " n 2 


2m pg _2m 
h 2 2m ir 


E 


As (7.64) e (7.65) dao entao 


0 - 


A + 


2 in 
h 2 


E 


1 - 


n*) 


/ \ . 2 m 2 m _ 

V(x)= Ay- — Vy +-rEi) 

ft n 


oil seja 



(7-67)' 


que e a equagao de Schrddinger para estados estacioncirios de energia E na pre- 
sen fa da energia potencial V(x), generalizacao da (7.62). Para o atomo de H, p. 
ex., seria 



(7.68) 


Nao basta, entretanto, lormular uma equagao de ondas. E preciso que saibamos 
como inierpretd-la . A quo correspondem a amplitude e a intensidade da onda? Qual 
e a rclacao entre a onda c a partfcula a el a associada? 

O problems da interpretaeao tambem esta relacionado com as condicocs que 
devem ser impostas as solugoes da cquacao para que sejam fisicamente aceitaveis. 
em particular as condicoes de contorno que devem ser satisfeitas. 

Trata-se precisamente de formular os novos conceitos fisicos associados a es- 
cala atomic a. Esse eum problem a altamente nao-trivial, e ainda hoje, mais de meio 
sdculo ap6s a formuiagao da teoria quantica, alguns aspectos mais sutis continuam 
sendo elaborados (sec. 10.8). 

Deixando de seguir a evolucao hisiorica, varnos abordar a formuiagao dos 
prinefpios e conceitos basicos da ffsica quantica no proximo capitulo. 
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PROBLEMAS 


1 . Para verificar se o conceito de. foton e relevante no eletromagnetismo mi- 
croscopico, considers lima estacao de radio que transmite na frequencia de 1 MHZ 
e com uma potencia total emitida de 5 kW. (a) Calcule o comprimento de onda das 
ondas de radio emitidas. (b) Calcule a energia correspondente dos fotons, cm cV. 
(c) Quantos fbtons sao emitidos por segundo? 

2. 0 comprimento de onda correspondente ao limiar para que ocorra o efeito 
fotoeldtrico no aluimnio e de 2.954A. (a) Qual e a funcao de trabalho do A1 (em 
eV )? (b) Qual e a energia cinetica maxima dos eletrons ejetados do A1 por luz 
ultravioleta de comprimento de onda de 1500A? 

3. Um foton de 100 MeV colide com urn proton em repouso. Calcule a perda 
maxima de energia que o foton pode sofrer. 

4. Relacione a direcao cp de desvio do eletron de recuo no efeito Compton 
(Sec. 7.4) com as freqiiencias v 0 e v dos fotons incidente e espalhado e o angulo 
0 de espalhamento. 

5. Um foton de raios X de ^ = 3 A e espalhado por um eletron livre em 
repouso, sendo desviado de 90°. Qual e a energia cinetica de recuo do eletron (em 
eV)? 


6. Um positron de momento p colide com um eletron em repouso, ievando o 
par a aniquilar-se em dois f6tons, cujas direcoes de propagagao formam um Angulo 
0 uma com a outra. Demonstre que a soma dos comprimenios de onda dos dois 
fotons e igual a ( 1 - cos 0 ), onde X {: 6 o comprimento de onda Compton do 
eletron (observe que o calcuio e semelhante ao do efeito Compton). 

7. Em 1965, Hoglund c Mezger observaram, com um radiotelescopio, uma li- 
nha espectral de emissao de frequencia 5.009 MHz. (a) Mostre que essa linha cor- 
responde a uma transigao entre dois niveis de Rydberg do aiomo de hidrogenio, n 
- 1 10 e n = 109. (b) Qual 6 o raio da drbita de Bohr n = 110? 
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Os pnmc’dios do qu§nths 


8. Para verificar o possfvel efeito de correcoes relativistic as na teoria de Bohr 
do atomo de hidrogenio, pode-se calcular a razao v/c , onde v e a velocidade do 
eldtron no estado fundamental do atomo. Mostre que 


v q 

- = a , (X = ~ 
c n c 


onde a e chamada de constante de estrutura fina. Mostre que a ~ 1 / 1 37, de modo 
que v/c < 1% . 

9. No tratamento do modelo de Bohr do atomo de H na Sec. 7.7, o nucleo 
(proton) foi tratado como se tivesse mass a infinita em repouso. Na realidade, o 
eldtron e o rnfcleo se movem em torno do centro de massa do sistema. (a) Mostre, 
levando em conta esse efeito, que ele corrige a constante de Rydberg por um fator 
de M/(M + m), onde Me a massa do nucleo. (b) Considere o espectro do deuterio 
(isotopo do hidrogenio de massa 2). Qual e a variacao percentual de comprimento 
de onda entre uma linha do espectro do H e a linha correspondente do espectro do 
deuterio? 

10. Considere um oscilador harmonico bidimensionaL de energia 


i- P . 1 2 

E = - — 4- — m CO r~ : 
2 m 2 


onde re a distancia ao centro e CO a freqiiencia angular do oscilador. Para orbitas 
circulares, aplique a condicao de quantizacao de Bohr e obtenha os nfveis de ener- 
gia. Qual seria a freqiiencia da radiacao emitida numa transicao entre dois nfveis 

vizinhos? 

11. Considere uma molecula diatom ica formada por dois atomos identicos de 
massa M (ex.: H 2 3 0 2 ? ... ) e separagao r 0 . A molecula pode entrar em rotacao 
(como um haltere) em torno de um eixo que passa pelo seu centro, perpendicular 
ao segmento que liga os dois atomos, tratado como uma barra rfgida. (a) Aplicando 
a condicao de quantizacao de Bohr, calcule os nfveis de energia rotacional da mo- 
lecula. (b) Para a molecula de H 2 , calcule a energia (cm eV) do primeiro mvel 
rotacional, tomando r 0 = 0,74 A. 
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12. Calcule o comprimento de onda de de Broglie associado ks seguintes par- 
tfculas: (a) eletron de energia igual a 10 MeV (relativfstica!); (b) neutron termico 
(a temperatura T = 300 K). 


13. Iluminando-se sucessivamente a superffcie de um metal com luz de dois 
comprimento s de onda diferentes, A,i e 1% encontra-se que as velocidades maximas 
dos fotoeletrons emitidos estao relacionadas por: vi.max = ctv 2 ,max- Derfionstre que 
a fun? So de trabalho e dada por 


W = 


(a 2 X 1 - he 
(a 2 - l)X, \ 2 


14. Um atomo de helio uma vez ionizado, He~, tern um espectro analogo ao 
do hidrogSnio, mas seu nucleo tern o dobro da carga do de hidrogenio. (a) Desen- 
volva a teoria de Bohr para o He + , calculando os mveis de energia E n em funcao 
das constantes ff sicas e , m, c , h> So. (b) Calcule a energia de ionizagao do He + . 



8 

PRINCIPIOS 
BASICOS DA 
TEORIA QUANTICA 



"Vimos ao longo destc curso como as teorias sobre a natureza da luz evo- 
lufram de uma teoria corpuscular, capaz de explicar leis basicas da otica geome- 
trica< a teoria ondulatoria, que explica os efeitos de interferencia e difragao da luz. 
Por outro lado, as teorias do efeito fotoeletrico e do efeito Compton voltaram a 
apontar para caracterfsticas corpusculares da luz, levando a introdugao dos fotons 
como “partfculas de luz”. 

Para os eletrons, considerados como partfculas desde sua descoberta, a confir 
magao experimental das conjecturas de de Broglie demonstrou efeitos de difracao e 
interferencia caracteristicamente ondulatorios. 

Como conciliar conceitos Lao diferentes como os de onda e particula? Durante 
o perlodo em que isso estava sendo tentado, William Bragg chegou a descrever a 
situacao nestes termos: “Os eletrons se comportam como partfculas as segundas, 
quartas e sextas e como ondas as tercas, quintas e sabados.” Aos domingos, presu- 
mivelmente, os ffsicos descansariam do esforco de tentar compatibilizar os dois 
comportamentos. 

Procuremos definir de forma mais precisa o contrasts entre “comportamento 
ondulatorio” e “comportamento corpuscular” analisando o experimento de Young 
de duas fendas (Secs. 3.1 e 3.2) em termos dos conceitos classicos de onda e de 
particula. 



284 


Prr 


'GC:C: Cf: "35 3= \ZZ~ t Q'_c "I Cc 


(a) Experunento de Young com ondas classicas 
Vamos pensar cm ondas classicas como ondas “macroscopicas'" num meio: por 
exemplo, ondas de som na atmosfera. As ondas, produzidas por uma fonte suficien- 
temente pequena para que possamos trata-la como puntiforme (fonte coerente), in- 
cidem sobre urn par de aberturas num anteparo opaco e sao detetadas sobre um 
anteparo de observacao por um detetor movel que varre o anteparo (por exemplo, 
um microfone acoplado a um altofalante). 



*► 


'15 


Fig. 8.1 Experimento de Young com ondas classicas 




Se apenas a fenda 1 estivesse aberta, a intensidade do som detetada seria 
I\ (x) (fig.8.1); analogamente para 2. sendo 

ij (x) = | <p 7 (x)( (;- = 1,2) | (8.1) 

onde cp (x) 6 a amplitude da onda sonora (fungao de onda). A experiencia de Young 
mostra inteiferencia , on seja: com 1 e 2 abertas, a intensidade observada e 


U, (0 


<r>. (r\ 


onde A e a defasagem entre as duas contribuicoes [cf. (3.11)]. 

— Logo, em geral, In =£ Ii + h \ em particular, se /j = I 2 = h , a intensidade 
resultante In pode variar. de 0 a 4/o (com valor medio 2 To ), conforme a inter- 
ferdncia seja destrutiva ou construtiva. 




3.' A OUiUGade O'ldc-pd'rrcjlc 


— Assim, se fecharmos uma das fendas, a intensidade num ponto * do an- 
teparo de observacao pode diminuir. mas tambem pode aumentar. 

— Se formos graduaimente diminuindo a intensidade da fonte sonora, as fran- 
jas de interference vao diminuindo proporcionalmente de intensidade, de forma 
contmua. 


(b) Experimcnto de Young com particular cldssicas 



Para simular uma fonte puntiforme, que emile isotropicamente em todas as 
diregbes, vamos imaginar uma metralhcidora giratdria F quo dispara balas varrendo 
direcoes ao acaso (supondo tambem que as balas possam ricochctear, emergindo de 
cada fenda segundo um conjunto de direcoes). Para simular uma fonte estacionaria. 
de intensidade constante, supomos que a tax a de disparos (n° de balas/unidade de 
tempo) e constante. Um detetor D y por exemplo, uma caixa de areia, varre o an- 
teparo de observagao e registra a probcibilidade F(x) dx de cncontrar uina bala 
entre x e x 4 - dx no anteparo (razao do numero de balas detetadas neste intervalo, 
por unidade de tempo, a taxa de disparo). 

Sejam P, (_r) e P 2 (x) as distributees encontradas quando somenle 1 ou so- 
mente 2 (respectivamente) esta aberta. Supomos que as balas (particulas) nao po- 
dcm frag men tar- se r ou seja: 

— Nao podemos detetar uma fracdo de bala 

— Cada bala passa ou pel a fenda 1 ou pela fenda 2, e esses eventos sao inde- 
pendentes e mutuamente exclusivos. Logo, a distribuicao Pm observada com ambas 
as fen das abertas e 
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Princ'p:os c=i;cc: c= teora o_5^::c£ 


P r- 00 = p i 00 + p 2 0 ) (8-3) 


— S & fecharmos lima das fendas. como P\ > 0 e P> > 0. a distribuicao 
P \ 2 (x) so pode diminuir , ein cada ponto a*. 

— Se formos diminuindo a taxa de disparos, as balas continuam chegando 
uma a uma ate o anteparo de observacao, distribuidas em pontos x ao acaso, apro- 
ximando-se da distribuicao (8.3) apos um tempo de observacao suficientemente 
grande. 

(c) Experimenio de Young com eletrons 
Experimentos do tipo do de Young com particulas atomicas ou subatomicas 
s§o muito diffceis de realizar. devido & escala, grau de monocromaticidade dos fei- 
xes e outros requisitos neccssarios. Entretanto, os efeitos a serem descritos ja foram 
observados com eletrons e outros tipos de particulas. 



Fig. 8.3 Experiment*) de Young com eletrons 


A fonte F de eletrons pode ser um filamento aquecido. O detetor poderia ser 
um contador Geiger, que contem um gas num campo eletrico proximo ao valor 
disruptive) que produziria uma descarga no gas. A passagem de um eletron. pela 
ionizacao que gera. provoca um efeito de avalanche, que amplifica o efeito ao uivel 


Com eletrons: C. Jonsson. Z Phys. 161. 454 ( 1 96 1 ): Am J. Phys 42. 4 (1974). 
Com neutrons frios: A. Zei linger etal, Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988) 

Com alomos: O. Carnal e J. Mlynek. Phys. Re v. Leu. 66, 2689 (1991). 
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macroscopico, produzindo a descarga (a corrente associada pode ser usada para 
gerar um sinal acustico, por exemplo). 

As caractensticas observadas sao as seguintes: 

(i) O detetor so registra. numeros inteiros de eletrons, nunca uma fragao de 
eletron (como para particuias classical). 

(ii) Para uma fonte de e!6trons suficientemente fraca, pode-se fazer com que os 
eletrons cheguem um a um. Nesse caso, eles chegam em pontos x distribiudos ao 
acaso , como no exemplo da metralhadora giratoria (particuias classic as), e pode- 
mos medir a distribuicao de probabilidade Pj (x) correspondente a ter so a fen da j 
aberta (j = 1,2). bem como a distribuicao Pn(x) com as duas fendas abertas. 

(iii) Acumulando as contagcns dc uma foul© muito fraca durante um tempo 
longo, obtem-se (para eletrons suficientemente monoenergeticos) frartjas de inter- 
ferencia em Pn 


p n * p. t + p 2 


(8.4) 


com uma figura de interferencia identica d de ondas classicas. 

(iv) Fechando uma das aberluras. Pn(x) lanto pode diminuir como aumentar, 
dependendo da posigao x ( como para ondas elds sic as). 

As propriedades (i) e (ii) sao caractensticas de particuias classicas, e (iii) e 
(iv) sao caractensticas de ondas classicas. A tinica conclusao possfvel e: 

Os eletrons (e outras particuias atomic as e subatomiccis, inclusive o foton) 
nao sao NEM particuias classicas NEM ondas classicas (embora mostrem algumas 
das propriedades de ambas); 

Entretanto, o fato notavel, que pode ser inferido pela analogia entre a figura dc 
interferencia dos eletrons e a das ondas sonoras, e que cxiste uma funedo de onda 
Xj/ (x) tal que, se (x) 6 o sen valor quando so a fenda j esta aberta. 


*5(0=1 

¥.(*)f ’ P 2 (0 = 1^2 CO f 

P l2 (r) = 

¥i (*)+ ¥2 cor 


Superposicao 


(8.5) 



Prmcfrios Caicos ca reotia qucnticc 


i a 2 i^ii@rpi?@ s isGii@ probabilistic® 

Identificando \|f (jc) com a funcao de onda de Schrodinger das ondas de de 
Broglie, a (8.5) implica que a interpretacao ffsica de y\f(x) 6 como uma amplitude 
de probabilidade, ou seja que 



( 8 . 6 ) 


e a probabilidade de encontrar a partfcula entre. x e x + dx (detecao ao longo da 
direcao x descrita acima). Essa interpretacao ffsica foi proposta por Mctx Bom em 
1928 e valeu-lhe o premio Nobel em 1954. 

O fato de que amplitudes de probabilidade podem inierferlr e propagar-se 
como ondas 6 extremamente peculiar. A interferencia encontrada no experimento 
de Young com eletrons. por exemplo, e incompalfvel com a ideia de que o eletron 
tem de passar pela fenda 1 ou pela fenda 2. 
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Fig. 8.4 Observacao da fenda pela qual um eletron passa 


Para verificar isso diretamente, consideremos uma variante (altamenle esque- 
matizada) da experi6ncia descrita, em que procuraremos verificar por qual das fen- 
das o eletron passa. Para isso. iluminaremos as fendas corn uma “lampada” L e 
procuraremos observar luz espalhada pelo elytron (fig. 8.4) por ocasiao de sua pas- 
sagem. Como partfcula carregada, o eletron espalha a luz, e poderaos verificar 
(usando um circuito de coincid&ncias) sc o “flash” devido k sua passagem provem 
da fenda 1 ou da fenda 2. Para tornar a identificacao possivel, podemos reduzir a 
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intensidade do feixe de eletrons a um valor tao baixo que passa somente urn eletron 
de cada vez ■ Por outro lado,' 6 preciso que a luz seja suficientemente intensa para 
que tenhamos ceiteza de que todos os eletrons sdo observados (sao acompanliados 
de ‘'flashes”). 

Se fizermos a experiencia nessas condicoes, verificaremos que os eletrons que 
passam pel a fenda 1 tern uma distribuicao de probabilidade P i (^) (como seria de se 
esperar), e os que passam por 2 tern Pi (Y). Todos os “flashes” de luz provem ou de 
1 ou de 2; nunca se observarao ‘‘flashes” vindo ao mesmo tempo de 1 e 2 devidos 
a passagem de um eletron. E quanto vale P\i (*)? Como as observacoes foram feitas 
com as duas tendas abertas e todos os eldtrons foram observados, apenas agru- 
pando-se conforme a fenda pela. qual passam, sera 

P n {x)=P i 0 )+ P 2 0 )] (8.7) 


ou seja, ao observatmos por qual fenda o eletron passa , destruimos a interferencia. 

Por eonseguinte, a maneira pela qual se faz a observacdo na escala micros- 
copica (atomica ou subatoinica) pode afetar drasticamente os resultudos. 

Na fisica classics, o processo de observacao tambem perturba os resultados, 
mas esta perturba^ao pode ser levada em conta e pode ser reduzida, em prinefpio, 
a um nivel arbitrariamente pequeno. 

No presente exemplo, a perturbaqao provem do espalhamento de luz pelo ele- 
tron. Nao sera possfvel tambdm reduzir o seu efeito? Ha dois parametros que pode- 
mos usar como controles para isso: a intensidade da luz e o seu comprimento de 
onda (supondo-a monocromatica). Classicarnente, diminuir a intensidade eqiiivale- 
ria a diminuir a interagao com os eletrons. Entretanto, a dualidade onda-partfcula 
tambem se aplica a luz: ela e formada de fotons, e reduzir a intensidade equivale a 
dtmlnulr on P de fOtons incldentes por unidade de tempo e de area , sem alterar a 
interagao de cada foton com o eletron. 

O resultado e entao que diminui a probabilidade de que o eletron encontre 
um foton ao passar, ou seja, a probabilidade de espalhamento torna-se < 1 (antes, 
supdnhamos que era = 1 : havia um foton espalhado na passagem de cada eldtron). 


Um experimento equivalente a este foi realizado por X. Y. Zou, L. J. Wang e L. Mandeb Phys. Rev. Leu. 
67, 3 1 8 ( 1991 ), para fotons, c por E. Burks et ai. Nature 391 , 87 1 (1 998), para eletrons. 
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Prhdpfos bssicos ds tecric queries 


Havera entao dois tipos de eletrons nas observaedes: os dc “tipo A”, cuja de- 
teccao esta associada a observacao de um foton espalhado [com probabilidade 
Pi (x) para os que passam por 1 e Pi U) por 2], e os de “tipo B’\ que foram detec- 
lados sem espalhamento de luz associado, de forma que nao podemos dizer se pas- 
saram por 1 ou por 2. 

Para os eletrons de tipo A, a distribuicao de probabilidade continua sendo da- 
da pela (8.7). Entretanto, para os eletrons do tipo B, aparece o termo de interferen- 
cia, ou seja. so interferem as amplitudes de probabilidade associadas aos eletrons 
para os quais nao se pode detenninar por que fend a passaram . 

Podemos porem reduzir a perturbagao devida ao espalhamento de luz, man- 

tendo a stia intensidade suficientemente elevada para garantir que todos os eletrons 
que passam dao origem a um “flash'* de luz espalhada. Basta para isso diminuir a 
energia de cada foton, o que, pela relagao de Einstein E — hv. equivale a diminuir 
v, ou seja. aumentar o comprimento de onda X da luz. 

Verifica-se entao que. para X suficientemente grande, reapcirecem os efeitos de 
interference, mesmo com luz de intensidade elevada: isto acontece quando X e da 
ordem da distancia d enlre as duas fendas. Mas, devido as propriedades ondula- 
idrias da luz (poder separador), nao podemos localizar uma partfcula, usando luz 
de comprimento de onda X , com precisao melhor do que X. Logo, nessa situagao, 
nao podemos mais saber se a luz espalhada provem da fenda 1 ou da fenda 2! 

O resultado dessa “conspiracao da Natureza” e que amplitudes de probubili- 
dade associadas a duas possibilidades diferentes {fenda 1 on fenda 2) interferem 
quando ncio e possivel saber qua l das duas foi seguida, e nao interferem quando e 
passive l distingui-las. Caminhos indisting uive is interferem. 

Vemos assim que. na escala quantica. o processo de observacao pode ter uma 
influeneia decisiva no resultado observado. Conforme foi observado por Dirac, isso 
permite definir, pela primeira vez na ffsica, uma escala absoluta de lamanho, em 
que “grande'* e “peqneno** deixam de ser apenas conceitos relativos. A escala ato- 
mica e subalomica e pequena no senlido absoluto de que nela se encontram limi- 
tacoes absolutas as possibilidades de observacao: neste sentido. os objetos ato- 
micos sao “frageis”, e e preciso sempre especificar de que forma estao sendo 
observados. 

A medida dessa escala 6 introduzida atravds da constante de Planck h: uma 
acao e “grande*’ quando e » h, condicao necessaria para que nos aproximemos do 
mvel macroscopico. 
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Podenamos perguntar. por exemplo. por que nao se observam interferences de 
Young com balas de meiralhadora (Sec. 8.1(b)), uma vez que estas tambem devem 
ser descrilfveis pela fisica quantica. 

Teriamos de admitir, para comecar, que e possivel criar um feixe monoener- 
getico dc balas. toaas com a mesma velocidade v. Qua] seria o comprimento dc 
onda de de Broglie correspondents? Se tomarmos m = 10gev = 500 m/s 



m v 


6,63 X 10 34 

l(r 2 x 5 x 10” 


m - 1,3 x 10 34 m 


de modo que as oscilagoes da figura de interferencia — se fosse concebivel pro- 
duzi-las ocorrcriam numa escala lotalmente inacessfvel a resolucao de qualquer 
detetor imaginavel, sendo puis inobservaveis. 

Outro fator que contribui para a nao-observagao de interferencias ao nivel ma- 
croscdpico (o efeito conhecido como “descoerencia”) sera discutido na Sec. 10.8. 


Para introduzir os conceitos e os principios basicos da teoria quantica, um 
exemplo particularmcnte adequado, pela sua simplicidade. e o da polarizacao da 
luz ■ A razao disso e que, classicamente. a polarizacao de um feixe pode ser descrita 
em termox de um pequeno niimero de variaveis; a descrigao quantica sera tambem 
entao bem mais simples do que a da posicao de uma particnla, que pode assumir 
uma infinidade cominua de valores. 

Classicamente. como vimos na Sec. 5. 3, o estado de polarizacao de uma onda 
plana monocronititica de ituensidade e dirccao de propagacao dadas fica determi- 
nado por do is paramelros: a razao b/a das amplitudes do campo eletricQ em duas 
direcoes ortogonais (num piano _L a dirccao de propagayao) e a defasagem 5 entre 
essas componentes [cf. (5.29)1. 

Procuraremos dcscrever quanticamente apenas a pulanzagao dos fotons. sem 
nos preocuparmos com sua energia (freqiiencia) e diregao de propagayao (ou seja, 
com a dependencia de x e t). Vamos considerar primeiro cstados de polarizacao 
linear. 

Yimos na Sec. 5.8 o conceito de um filtro de polarizacao. Um filtro de polari- 
zacSo linear, usado como polarizador , so deixa passar luz de polarizacao linear 



PiirrJpios ocsicos da teo-id qjanto 




numa dada direc&o (eixo do filtro). Se to- 
raarmos a diregao de propagacao como 
eixo 7, a diregao de poiarizacao linear 
produzida pelo filtro pode ser caracteri- 
zada pelo angulo 0 que faz com uma di- 
regao fixa no piano transversal, por exem- 
plo, a direcao x (fig. 8.5). 

Podemos usar um filtro identico como a- 
nalisador , para detetar a polarizagao. Se 
o eixo do analisador fonna um angulo 
cp com a direcao de referenda a, ele so 
dcixara passar uma fracao 7 Y/ q da in ten - 


Fig. 3.5 Filtros de polarizagao linear 


sidade da luz proveniente do polarizador, onde ///o, para um filtro ideal, e dado 
pela lei de Mains (5.82): 


j / / h = cos 2 (e - cp) I (8.S) 


Passara toda a intensidade se os eixos estao alinhados ( 0 = cp ), e ela sera toda 
bloqueada se estiverem cruzados (9 <p = ±%/2). 

Como descrever esses resultados em term os de fotons? A polarizagao linear 
define a diregao dc oscilacao do campo eletrico. No efeito fotoeletrico, e o campo 
eletrico que atua sobre os eletrons: com luz linearmente polarizada, a diregao de 
polarizagao e a diregao preferencial em que os eletrons sao ejetados. Ha evidencia 
experimental de que isso vale para cada fdton incidents, ou seja, num feixe de luz 
linearmente polar izcido, cada fdton tem a mesma poiarizacao linear. 

Sabemos que a intensidade do feixe e proporcional ao numero de fotons. Lo- 
go, a (8.8) deve representar a fracao do numero de fotons incidente sobre o anali 
sador que e transmitida por ele. Mas o que acontece com cada fdton incidente? 

Nao pode ser transmitida uma fragao de foton: ou ele passa ou nao passa. 
Logo, a unica forma de interprelar a lei de Malus (8.8) e que ela da a probabilc- 
dude de que um fdton linearmente polarizado na diregao 0 atravesse um analisador 
com seu eixo alinhado na diregao cp. 

Vimos na Seg. 2.2 que um problema semelhante existe na interprctagao cor- 
puscular da exist6ncia de reflexao e transmissao parciais na interface entre dois 
meios: um corpiisculo que atinge a interface e refletido ou transmitido? (foi para 
resolver este problema que Newton propos seu modelo dos “acessos” de facil re- 
flexao ou facil transmissao). 
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Classicamente. dizemos que um sistema se encontra num estado bem definido 
quando conhecemos a maxima informagdo posstvei a seu respeito: por exemplo, 
para uma partfcula de massa m, o estado elassico e definido pela posicdo x e velo- 
cidade v (ou momenta p = m v). 

No mesmo sentido, diremos que o estado quantico de polarizacdo de um foton 
fica bem definido quando sabemos que e]e e linearmente polanzado numa dada 
direcdo ( 0 ou <p . porexemplo). Podemos dizcr entao que o polarizador, na expe- 
riencia acima descrita, prepara fotons no estado de polarizacdo linear 0 . c que, 
apos atravessar o analisador, um foton estara no estado de polarizacdo linear <p. 

Chegamos assim k seguinte conclusao: a probabilidade de que um foton pre- 
parado no estado de polarizagdo linear 0 passe por um analisador que seleciona 
fotons de polarizaqao linear (p e 


P ((p. 9) - cos 2 (0 - cp) 


(8.9) 


Nao e possivel predizer com certeza o que acontece com um foton, exceto para 
9 = 9, quando P = l.e para 9 = 0 ±k/ 2, quando P = 0. 

Podemos tomar entao como amplitude de probabilidade asSociada a esse pro- 
cesso 

cos (e q>) = cos 0 cos 9 + sen 0 sen 9 


o que tambem podc scr escrito como um produto de fatores associados a 0 e 
9 separadamente (ou seja, aos estados de polarizacao do foton incidente e do foton 
transmitido), da seguinte forma: 


cos 


s (0 - 9 ) = (cos 9 sen cp) 


''cos e" 
v sen G y 


(8.10) 


onde estamos usando algebra de matrizes para a multiplicacao de uma matriz Unha 

( cos 0 
sen 0 


( cos 9 sen 9 ) por uma matriz coluna 


Sabemos pela algebra linear que uma matriz coluna pode ser considerada co- 
mo um vetor num espago veiorial linear, para uma matriz de dois elementos, cste 
espa^o tem dimensdo = 2 , e um estado geral de polanzado linear e entao repre- 
scntado pelo vetor coluna 
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1 

, 

/ \ 


i i 

1 |2 i .2 , 

, com 1 Cj j -T- 1 C 2 | =1 

{ C 2J 



onde esta ultima condicao, chamada de condicao de norma lizacdo, corresponds 
neste caso ao fato de que tem de ser P ( 0 , 0 ) = 1 Icf. (8.9)]. 

Vercmos logo que essa representa^ao se aplica nao so a polarizacao linear, 
mas a qualquer estado de polarizacao (no caso geral, eliptica) do foton. Entretanto. 
para representar o caso geral. e necessario que c j e c 2 possum tomar valores com- 
plexes. 

Com efeito. vimos que o estado geral de polarizacao depende de do is para- 
metros reals. Sc C\ e c 2 sao complexos, temos a disposicao 4 parametros reais, mas 
que tem de obedecer ao vinculo de normal izapao, deixando 3 parametros reais li- 
vres. Mas, sc multiplicarmos C] e r 2 por um fa tor de fase arbitrario e ,a y isto nao 
altera as probabilidades , que corrcspondem a modulos ao quadrado de amplitudes 
de probabilidade: logo, a fase absoluta de c\ e a pode ser alterada, desde que nao 
se altere a diferenga de fase entre esses dois numeros complexos [como na onda 
classica (5.29)]. Sobram entao precisamente dois parametros reais arbitrarios. con- 
firmando a necessidade de C\ e ci serem complexos para descrever polarizacao 
geral. 

Vamos utilizar uma notacao devida a Dirac para representar o vetor coluna 
associado a polarizacao linear 0: 



'cos 0 N 
^sen 9 


( 8 . 12 ) 


que chamaremos de vetor de estado correspondente a essa polarizaqao. O vetor 
Unha da (8.10) sera representado por 

(cp j = (cos (p sen cp) (8.13) 


com 


(<p 1 0) = (cos (p sen (p) 


^cos 0' 
^sen Qj 


cos (0 - (p) 


(8.14) 


correspondendo ao produto escaiar desses dois vetores. Dirac chama I . . . ) de “ket” 
e ( . . . I de “bra”; o produto escaiar ( . . . I . . . ) e entao um “ bracket” (colchete de 
Dirac) e a (8.9) se escreve 
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/* (<p , 0) - |(tp le)jj (815) 

No caso geral, em qtie as componentes tem de ser complexas, o vetor linha asso- 
ciado ao vetor coluna (8.11) e definido por: 



onde o asterisco indica o complexo conjitgado . O produto escolar e definido por 


I / 1 v (. A f b \ l'l 
i («p) = 1^*1 a 2 J y b ; = fl, & + a. 


(8.17) 


Em particular', a norma II I c) II e definida como 


d f = <$c) = k ,| 2 +K 


(8.18) 


quc tem de ser = 1 pela (8.11). Se (a\b) = 0, diz-se que \a) e \b ) sao orto 


g emeus. 


Chegamos assim a seguinte regra basica: 


; Regra I: O estado quantico de polarizacdo de um foton (de luz 
! monocromdtica , numa dada direcdo de propaganda) 6 representado 
pelo vetor de estcido normalizado 


(8.19) ; 


c = 


’ , com 1 1 c) |f = (c | c) = 1 




Ndo - unic idade da representacao 

A representacao ndo 6 univoca. Por exemplo. o vetor de estado de polarizacao 
inear na direcdo 0 pode ser representado igualmente por 


A norma tem de ser real c nao-negaiiva, o que requer a conjugacao complexa na (8.16). 
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Com efeito, isso da 



f e -,0\ 


e 


08 


(8.20) 


( ( p| 0 ) 


1 , 

O'© 1 

1 


- 1/2 1 

e e 

K J 

-Ii 



+ e -i(a-v) 


= COS 


(e-cp) 


( 8 . 21 ) 


que e o mesmo re^ultado (8.20). proservondo a normalizacao c a probabilidadc 
(8.9). Podemos tamb6m multiplicar ambas as componentes por um mesmo faior de 
fase arbitrario, como vimos. As d if e rentes representacoes correspondem ao mesmo 
vetor de estado , da mesma forma que o mesmo vetor e representado por coinpo Ren- 
tes diferentes em diferentes sistemas de coordenadas (Sec. 8.7). 


Ao fazer um foton passar por um analisador com cixo orientado na dire^ao 
<p estainos observando a polarizagdo linear do foton nessa diregdo . (i) Essa obser- 
vacao so tem dais resuliados possiveis: o foton passa (“sim”) ou nao passa (“nao"). 
que podemos codificar, em linguagem binaria. por 1 (“sim”) ou 0 ("nao”)- Alem 
disto, (ii) so existe um estado para o qual o resultado e : com certeza “sim”: o 
eslado lq>). Uma observacao que satisfaz, as condigoes (i) e (ii) serd chamada de 
“observagao bindria 

Para um foton preparado num estado de polarizacao qualquer, so podemos, em 
geral, prerii/er a probabifidade de. que passe pelo analisador. e inferimos da (8.15) 
a segunda regra basic a: 

i Regra II: Sc um foton e preparado num eslado de polarizacao I a), a I 

■ 

probabilidade de que seja observado com polarizagdo I b ) numa obser - j 
vug do bindria imediatamente posterior e 


P (b , a) = |{b | af 1 (8.22) 


Em particular, isso da a justificativa geral da condigao de normalizagao, pois 
P(a f a) tem de ser = 1. 
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■Z2C2C CL'CL'iOr 


Para que a (8.22) possa representar uma probaoilidade. seu valor tem de estar 
entre Oe 1. o que decorre da bem conhccida desigualdade de Schwarz (Probl. 8.1); 


w«)t *u*)f n->r (8 - 23) 


Luz circularmenie polarizada 

Resulca da representacao da Sec. 5.3 de luz circulannente polarizada que a 
intensidade de urn feixe circulannente polarizada , ao passar por utn analisador de 
direcdo 9 ? sempre se reduz & metade, qualquer que seja cp, ou seja, a probabilidade 
de passagem de nm fnton r.irr.iilarmp.nte polarizado e = 1-. independence de cp. 

Logo, se representamios o vetor de estado correspondence por I c ) = 

(8.22) d£ 

\ = / 3 ( < p- c ) = K<pI c )1 2 = 

= |cos 9 c, -r sen cp c 2 1" = (cos cp q + sen cp ) (cos cp q + sen cp c 2 


(cos cp sen 9) 




K C 2/ 


Cl 

Cl 


, a 


ou seja. 


cos 9 9 |q j 4- (q c 2 + o, c { ) cos 9 sen 9 + sen 2 9 |c 2 | 2 = — , V 9 (8.24) 


Em particular, Comando 9 = 0 e 9 


K 

2 


obtemos 






e, tomando 9 


K 

4 ’ 
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* , 1 

C i C 2 + ^2 A = ~ 




= cos (a - p) = 0 


o que da |3 = a ± - (mod. 2 tt). Escolhendo convenientemente o fator de fase arbi- 
trario, temos portanto duas solucoes possi'veis: 


+> = 


-J2 


t ,\ 




71 


'i N 


K~‘j 


(8.25) 


que correspondem as duas polarizacoes circulares independents (esquerda e direi- 
ta; cf. fig. 5.2). 


Que grandezas sao observaveis na fisica quantica? Uma grandeza que pode ser 
medida, como a polarizacao linear de um foton numa dada direcao, 6 observavel. 
mas o resultado de uma medida nSo precisa ser “sim” ou “ nao”, como numa ob- 
servacao bin&ria. A energia de um foton. por exemplo, e uma grandeza observavel, 
e o resultado pode ser quaiquer numero real >0. Por outro lado, e condicao ne- 
cessdria de observabilidade que o resultado da observacao seja um numero real. 

Vamo-nos limitar, por enquanto. a grandezas A que so podeni tomar um nti- 
mero finite de vcilores , ou seja, tais que os resuitados da observacao de A s 6 podem 
ser os numeros reais a\ ,ch....,a n . Vamos supor tambem, de inicio. que existe um e 
um so estado qudntico I ej) para o qual A toma o valor a- (j = 1, 2 n). 

Podem os entao definir como a observacao binaria que responde a pergunta: 

Ejk' O valor de A no estado I ej ) e a$ 

Para ver que se trata de uma observacao binaria. basta notar que so ha duas 
respostas possiveis: "sinf\ se j = k, e “naG” para j±k, e so existe um estado, I ej), 
para o qual a'resposta e “sim’\ 

Logo, pela regra II, se um foton for preparado no estado I ej), a probabilidade 
de que a medida de A produza o resultado a k (portanto, que o foton seja observado 
no estado I )) e 



(j ,k ) = 1,2 


(8.26) 


onde 8 jk = ] (j = k), = ()(/ * k). 
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3 . 6 O'oservdwis 

Escolhendo convenientemente as fases dos veto res de estado, a (8.26) se rednz a 




(8.27) 


o que signifies que I e\ ) , I e .2 ) e n ) formam um conjunto orionormal de n ve- 
tores de estado. 

Sabemos, porem. da algebra linear, que. num espaco vetorial de dimensao m. 
nao podem existir mais de m vetores ortonormais. Vimos tambem quo m - 2 para 
os veiores de estado associados a polarizacao do fdton. 

Logo, no conjunto de estados quanticos associados a polarizacao do foton, 
nenhuma grandeza observavel (ou seja, que so dependa da polarizacao), pode tomar 
mais do que 2 valores diferentes: a dimensao do espaco dos estados representa o 
numero mdximo de valores que uma grandeza observavel nesse esptigo pode tomar. 

Exeinplo 



Crisial de incidente 

calcita arbitrario 


Fig. 8.6 Dupla refracao 


Quando um feixe de luz quaiquer incide sobre um cristal de calcita (Ca CO3) ta- 

lhado de forma eonveniente, da origem a dois feixes transmitidos (feixe ordinario e 

feixe extraordinario), que tem polarizagoes lineares ortogonais (fig. 8.6). Nenhum 

material produz mais de dois feixes associados a polarizacoes diferentes, o que 6 

consistente com termos tornado n = 2 para descrever o estado quantico de polari 

zacao de um foton. 

: 


Valores medios 

Num estado de polarizagao I u ) quaiquer do foton, a grandeza A nao 
tomara em geral um valor definido: isso so acontecc nos estados I e } - ). No caso 
geral, A tomara um de seus dois valores possfveis, a 3 ou a 2 , em cada observa$ao, 
e havera probabilidades p \ e pi dadas pcla Regra IT (generalizada) para cada um 
desses valores: 



(8.28) 
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y< 


s.ccs Oi t?C' c> oi-dr::c5 


Assim. se fizermos um numero N muito grande de observacoes de A no estado I u ). e 
obtivermos o resultado a\ em n\ delas e a 2 nas n 2 restantes, com n.\ + n 2 = N , as 
frequencies relativas m/N e n 2 /N se aproximarao respectivamente de p { e p 2 a 
medida que JV for crescendo. 

Conforme a definicao usual, o valor medio (tambem chamado de valor es- 
perado) de A no estado I u ) 6 entao a media ponderada 


\ A )u^i.Pi a i\ (8-29) 

/=! 

Substituindo os valores de p, pelas (8.28) ? 

2 ? 

( A )„ 55 N4 (8-30) 

j=l 

Voltando a definicao (8.17) do produto escalar, temos: 




a } b x + a 2 b z 








o que equivale a 


1 i a 1 h )i =i b \ a ) 

■ 

de forma que a (8.30) se escreve: 


(8.31) 


( 4 , 


£ 

j = 1 


Cl: [U 


e j) i e J l H ) 


(8.32) 


Produto externo 

Vamos introduzir a nova nolacao \a){b\ {produto externo de I a) e {b\\ 
definida por sua atuacao sobre um ket I u ) qualquer: 



(8.33) 


fl*)M )i w ) 5 W \ a ) 

6 o produto do numero (h\u) peio ket I a). Logo, atuando sobre um ket I u), o 
resultado e outro ket: \a)(b\ 6 um operador sobre kets, e 6 imediato que 6 um 
operador linear. 


( a)(b |) (al u) + |3 1 v)) = (a(h | u) + p (b | t>)) j a) (8.34) 


Em termos das componentes I a) = 
ta assoc i ado a uma rfiatriz 2x2: 


a 2 

^ j 


el b> 


V J 


o produto externo es- 



S'' 








a 2 b\j 


(8.35) 


o que corresponde a relacao bem conhecida entre operadores lineares e matrizes , 
em termos de algebra vetorial, e satisfaz a (8.33) (verifique!). 

Voltando a (8.32), vemos entao que ela pode scr reescrita como 


(8.36) 



onde Aeo operador linear (o circunflexo e a notacao para operador) 



com 


(8.37) 




O' = '. 2 ) 


(8.38) 



Antes de formular regras relativas a observaveis, vamos recapitular alguns re- 
sultados de algebra linear sobre a representagdo de operadores lineares por ma- 
trizes e introduzir alguns desenvolvimentos da notacao de Dirac. 




Exemplo 1 : Na reprcsentacao em quc I0> = cos ® corrcsponde ao esiado de 

polarizagao linear na diregao 0 ? os estados (8. 42) eorrespondem a 0 = 0 e 
G = ru/2 . respectiv amente, e qualquer outro estado de polarizagao e uma super- 
posigao destas duas polarizagoes ortogonais, onde as componentes 
Ci = cos 9 c c '2 = sen 9, pda (8.40), 

q = <o 

representam as amplitudes de probabilidade , no estado I 0 X de detetar o foton com 
polarizagao linear na diregao 0 on £ respectivamente. 

Exemplo 2: E facil ver (vcrifique!) que os vetores de estado de polarizagao 
circular (8.25) sao ortogonais: 


7 0 | 


(8.43) 


(8.44) 



de modo que formam outra base ortonoiraal para a polarizagao: fisicamente, qual- 
quer estado de polarizacao pode ser representado como superposigao de polariza- 
coes circulares direita e esquerda. Em particular. 


onde 



c 2 




r cosQ^ 
^sen e ) 


v2 



^COS 0 N _ J* 

,sen 6 J yfz 


(8-45) 


(8.46) 


o que da 19)- 


\2 


-I© 


j 8 


, que e a (8.20). Logo, a muldplicidade de repre- 


sentacoes dos vetores de estado corresponde a multiplicidade de escolhas de bases 
possiveis, exatamente como a de escolhas de sistemas de coordenadas para vetores 
em tres dimensoes. 


A decomposicao (8.45) e um caso particular, para luz linearmente polarizada. 
da representacao de um estado geral de polarizacao como superposicao de luz cir- 
cularruente polarizada direita com polarizacao circular esquerda. A inteipretacSo 
quantica em termos de fotons, porem, e que I c\ l 2 = 4 = | c 2 1 2 dao as probabilida- 
des de detetar o foton linearmente polarizado, respectivamente, como foton circu- 
larmente polarizado dircito ou esquerdo. Fisicamente, isto pode ser realizado com o 
auxflio de crisxais que itm a propriedade de birrefringencia circular , decompondo 
luz incidente sobre eles em dois feixes, urn de polarizacao circular direita e outro 
esquerda. 


Operador de projecao 
A (8.40) permite escrever a identidadc 
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bssiros do iccna audntica 


onde, analogamente a (8.38), 


n, =h){e.|,n, \e 7 ){e 7 \ (8.48) 


Temos 



(8.49) 


ou seja, II j I c ) representa a componente do estado I c ) associada ao estado I ej ) da 
base (por exemplo, componente do estado 19) que tern polarizagao 1 + ) ). Diz-se 

A A 

que I c ) e a projegao de I c ) sobre o estado I ej) , e Fly chama-se um operador 
de projegao . 


/ i 

A | 



n,v 

Fig. 8.7 Projegao de um vetor 


Para um vetor em 3 dimensdes, a fig. 8.7 
mostra que 


n, V = (v e 



e a componente de v rca diregdo e r obtida projetando v sobre essa dire^ao, o que 
justifica o nome de operador de projegao dado a A/. 

A (8.47) mostra que 


n, ^ n 2 - £ 

< T— « 

II 




(8.50) 


A A 

onde 1 e o operador identidade : 1 \c> = lc>, para qualquer vetor I c > . A re- 
lac ao (8.50) exprime o carater complete da base I e\ > . I ci >, ou seja, que qualquer 
vetor pode ser represen tado em termos dela. 

As (8.35) e (8.42) dao a representacao matricial dos operadores de projecao e 
da (8.50): 
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'l N 


n,= : (io)= 


= 


vO, 


'O' 

V 1 ; 


(0 1 ) = 


1 0 

0 0, 

'0 0 N 
v 0 1 y 


n I+ n 7 = 


1 0^ 

,0 b 


= 1 


(8.51) 


Matrizes 

Dado um operador linear A. a (8.50) permite escrever a identidade 




j=i 


2 2 


j=l 


(8.52) 


= X Xk)4 j( e ; 

L ,: 


r=i /=i 


onde 


A- = U A 


(8.53) 


chama-se element o de matriz do operador A enire os estcidos I e t ) e I <?j } (para i = 
y. sao os elementos diagonals) 

Temos , por exemplo. 






0 P 
0 0 ; 


matriz em que so o elemento 12 e ■£ 0 (e = 1 ). Logo, a (8.53) permite interpretar 
Aij como c 
forma que 


Aij como o^elemenio (ij) de uma matriz, que representa o operador A, da mesma 
1 representa lc>. 


Cl 

V J 



Ay 
A 2 i A 2 


(8.54) 


Usando a (8.52), vemos que, para qualquer vetor de estado I c >, 
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Prindpios bdiic.oi do lecrio quSniica 


-') = A I c ) - X A- ( e ; I c ) I e '-} = X A-; s i 


(8.55) 


j= 1 




o que equivale a 



(8.56) 


que e o resultado da aplica9ao da matriz II A, -j II ao vetor coluna 
regra do produto de mairizes: 


'd N 

Cl 

\ / 


, segundo a 


i c) = 


4 '' 
^11 /i 12 

A 2 1 ^22 




Ajj C ] + Aj2 C‘ 2 

v A 23 c, + A 22 c 2/ 


(8.57) 


A 

Analogamente, aplicando sucessivamente dois operadores lineares B e A a um 
vetor I c ), o resultado equivale (Probl. 8.6) a regra do produto: 



(8.58) 


A matriz 


Conjugado hermiteano 


IK 


A] a 2 , 


A 12 A 


22 J 


(8.59) 


que sc obtem da (8.54) transpondo 1 in has e colunas e tomando o complexo conju- 
gado, chama-se matriz conjugada hermueana de II A, 7 II, e 0 operador linear A~ cor- 
respondente chama-se conjugado hermiteano do operador A. 

Temos enlao, por definicao, 




i 

1 a. , , * \ 


e i) 

II 

A \e,) 


(8.60) 


o que, usando a decomposi^ao (8.40), se estende a qualquer par de vetores I a) e I b ): 
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<«|A|*)- = <*|A*|«) j 


(8.61) 


Por outro lado. se 


temos 


ou seja 


!<>-%>- 


V 


r B u i?, + B ]2 t>i N 

72. 


^21 b \ + &22 h; 






(8.62) 


e, aplicando a (8.61) a (a\A\c)' , obtemos 


Um opeTador A tal que 




(8.63) 


(8.64) 


chama-se opt raclor hermiteano. 

Note as inversoes de ordem nas (8.61) a (8.63). 


3.S Keg^sss peffss ©Ibservaveis 

Voltando agora a (8.36), que da o valor medio (esperado) de um observavei A 
num estado quantico de polarizacao arbitrario. vemos que ele e o eleinento de ma- 
triz diagonal de um operador linear A associado a A . dado pela (8.37): 
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Como o valor medio de uma grandeza observavel e necessariamente urn nume- 
ro real , devemos ter 


a A u) = (u\A‘ u) = (u \A \u) } V u 


(8.65) 


o que implica 


A = 


( 8 . 66 ) 


e leva a regra 


Regra Ilia: Uma grandeza observavel A e representada por urn opera- 
dor hermiteano A. \ 


Na Sec. 8.6, A foi representado em termos dos dois valores possiveis que podfe 
tornar, a\ e ao , e dos vetores de estado (unicos) I ) e I e 2 } a eles associados, por 
[cf. (8.37)] 


A = i a J i e i){ e J 


(8.67) 


onde, como vimos, I e \ ) e I e 2 ) formam uma base ortonormal, e lij sac os opera- 
dores de project sobre os vetores da base. 

A (8.67) da, como { ej 1 e; ) = 8 r/ , 


; A e i) = e i) \} = l 2 


( 8 . 68 ) 


o que se exprime dizendo que \e,-) 5 um AUTOVETOR de A associado ao AUTO - 
VALOR a i. Isso leva as regras: 


Regra Illb: Os resultados possiveis das observagoes de A sdo os auto- 
valor es de A. 





8.3 Regras pare) obseivaveis oUy 

Regia TIfc : Os estados (de polar izagao) para os quais A assume com j 
certeza (probabilidade = 1) seus valores possiveis (a\, a 2 ) sdo os au- ] 

! tovetores (tambem chamados de autoestados) correspondences de A. \ 

Para que e$sa interpretacao seja aceitavel, e neeessario que os autovalores se- 
jam reals. Isso decorre do teorema: Os autovalores de am operador hermiteano sdo 
setup re reals. 

A demonstracao e imediata: 


=i 


A I v) = X v 


A v) — k(v\v) = X 


juntamente com a (8.65). 

Finalmente, a (8.36) da a 


Regra Hid: O valor esperado (medio) de A num estado qualquer I u> e 
dado por 


I ( A )» = (“!^l«> 


(8.69) 


Levando em conta a (8.51), vemos tambem que a decomposicao (8.37) 
equivale a 



.0 “ 2 J 


(8.70) 


ou seja, na hose de seus autoestados, a ntairiz A e diagonal, p. seus elementos 
diagonals sdo os autovalores. 


Exempt o: Ohservdvel POLARIZAQAO LINEAR 
Sabemos que e possivel observar a polarizacao linear de um fdton numa di- 
recao 0, fazendo-o passar atraves de um analisador com eixo orientado nessa di- 
recao, e que se traia de uma observacao binaria : no estado I 9 ), o fdton passa com 
certeza (autovalor 1), e no estado \Q + *)nao passu com certeza (autovalor 0). 
Logo, pel a (8.38), esperamos que o observavel Pq = polarizagao linear do fdton 
na direcdo 0 seja represen tado por 
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Purdpios bssicos 0c teona cvSnrrj 


o que leva a 


h = j e)(0 1 + ox 


e + * 
2 . 







cos 2 0 cosG senG^ 

^cos0 sen 0 sen 2 0, 


que e claramente uma matnz hermiteana (regra ilia). 
Seus autovalorcs sao dados por 




/ N 
C 1 

= X 

M 

Si) 


K C J 


o que da 


cos - 0 - A 


f cos 0 sen 0 



cosG sen© c, -r 


sen 6 - A \ c\ = 0 


Para que haja solucao nao trivial, devemos ter 


cos^ 0 - x\ cos 0 sen 0 


cos 0 sen 0 sen 2 0 - A 


J 


= 0 


que sc chaina a equacao secular , e leva a (verifique!) 


A 2 -A = 0 {A = (1,0) 


(8.71) 


(8.72) 


(8.73) 


(8.74) 


conforme previsto (regra 111b). 
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Substituindo no sistema de equacdss linearss, resultant os autoestados correspon 
dentes (Regra IIIc) 


X = 1 <=> 


fcosG'' 
i^sen 6 



X = 0 <=> 


'-sen 0'' 
,cr>s0 



(8.75) 


Final mente, o valor esperado da polarizapao linear na dirccao 9 para um estado 
I cp> e [cf. (8.7 1)], pela Regra IUd, 

! (<P \Pn i <t>) = (<P | 9}( 0 k) - | (<P 1 0) I’ - cos 2 (<p - 6) (8.76) 

o que concorda com o resultado obtido anteriormente. 

H.® Memesaf® singular felon 

Que grandezas sao observaveis na ffsica quantica? Essa nao e uma questao 
facil de responder, uma vez que estamos iidando com propriedades de objetos da 
escala atomica, em muitos casos. 

Entretanto, o Principio de Correspondence, que ja vimos na fonnulacao de 
Bohr, pode sugerir pelo menos candidates a grandezas observaveis. Com efeito, um 
objeto macroscopico e um agregado de objetos microscopicos, e deve ser possfvel 
extrapolar ao dominio quantico determ inadas propriedades dos objetos macroscopi- 
cos, como fizemos para a polarizacao de fotons. 

Isso se aplica pelo menos a grandezas aditivas, cujo valor para um sistema de 
particulas e a resultante dos valores associados a cada particula. Exemplos de tais 
grandezas sao o mornento linear, o mornento angular e a energia de sistemas sem 
interagSes entre as particulas. A “posicao de um sistema”, definida em term os do 
seu centre de massa, e tambem uma “variavel coletiva”, combinacao das posicoes 
das particulas. 

Vamos empregar essa ideia para procurar definir um observavel quantico cor- 
respondente ao mornento angular de um folon. Na eletrodinamica classics, j£ se 
verifica que um feixe de luz pode transportar nao so mornento linear, mas tambem 
memento angular. Da mesma forma que a radia9ao pode transmitir mornento linear 
a uni corpo macroscopico (pressao da radia^ao), pode iamb6m transmitir mornento 
angular. 
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Tsso foi verificado experimentalmente por R. Beth em 1936. Fazendo luz cir- 
cularmente polarizada atravessar uma lamina de um cristal birrefringente, que 
modifica seu estado de polarizacao, ele verificou que a lamina, absorvendo energia 
da luz, entra em rotacao em torno da direcao de propagacao da luz; a transference 
de momento angular pode ser medida. 

Vamos ver como esse efeito pode ser descrito em. term os da teoria classica. A 
interacao da luz com a materia, classicamente. e descrita pela teoria da dispersao. 
O campo eletrico da onda, de freqiiencia angular 0), coloca em oscilacao forcada 
os eletrons atomicos, que sao tratados classicamente como osciladores harmdnicos 
de massa m , freq(16ncia propria coo e constante de amortecimento y associada a ab- 
sorgao de energia da onda. Assim, tomando eixo z na direcao de propagacao da 
unda. as equacoes dc movimcnto para um clctron atomico sao: 


carsa do eletron 


m x + y i + x 


= e E r I 


m i y + y v + y = e e, : 
v " / 


(8.77) 


Pela (5.37), o campo eletrico da onda circularmente polarizada e tal que 


+ iEy = 


E(t e 


±i0) r 


(8.78) 


de modo que, definindo 


as (8.77) dao 


Z = x + i v - re ,fi 


(8 79 ) 


'i + Y Z + COo Z 



m 


e ±,aiT 


(8.80) 


Procuremos a solucao como oscilacao forgada sob a forma (8.79), onde 

0 = ±(g)/-8) (8.81) 



Vem, com — = ± it o, 
a t 


8.9 Momenta angular do foton 


(-to 2 ± i y (o + (Oq ) r g ±f (“ ,-S ) 


g Eq ±lO? 

t 

m 


o que da 


re *it _ ^ ( e E o) / m 

cOq — cq 2 ± / 7 o 


(8.82) 


permitindo calcular re 5; devido ao amortecimento, sera 5^0. 



A fig. 8.8 ilustra o resultado para luz es- 
querda e 03 < (Do ( 8 > 0 ): o elctron des- 
creve um movimento circular uniforme 
forgado, acompanhando o campo com 
uma defascigem 8 : o campo tem uma 
componente E$ ^ 0 tangencial a trajeto- 
ria do eletron, que produz um torque, re- 
alizando trabalho sobre ele e transferin- 
do-lhe momento angular. 


A energia transferida pela onda por unidade de tempo (potencia) e dada por 
(para um eletron) 


dW 
d t 


= F 


v = *(E+vxB)-v = eE-v 


(8.83) 


(o campo B nao contribui) 


onde 


Y = ± CO r 0 => 


dW 

dt 


= ± e co rE 0 


(8.84) 


Mas 


r-eE e = x. 


(8.85) 



Princpics besides dc tecrid quSntiCo 


onde X; e a componente do torque (exercido pela onda) ao longc do eixo de ro- 
tacao, que pela dinamica das roiac5es, esta relacionada com a taxa dJ z /dt de va- 
riacao do momento angular do eldtron em torno do eixo de rotacdo por 


dJ. 
x. - — i 
dt 


( 8 . 86 ) 


Finalmente, as (8.84) e (8.86) dao 


dW 

dJ. 1 

' 

= ±ct> — - i 

dt 

dt 


4- para polarizacao circular esquexda 
— para polarizacao circular direita 


(8.87) 


notando que o sinai de 0 ) teria de ser trocado para polarizacao circular direita. . 

Vamos agora usar o Principio de Correspondencia para interpretar ess a relacao 
em termos de fotons. No limit e elds sic o, o feixe incidente e composto de. am. gran- 
de numero N dc fotons de energia E = h co, de forma que 


dW 
d t 




( 8 . 88 ) 


onde dN / d t e a taxa de absorcao de fotons pelo material, por unidade de tempo 
(que coloca a lamina em rotacao, no experimento de Beth). 

Se admitirmos que cada loton absorvido transfere um momento angular J z para 
o eletron, on seja que J z e o momento angular do foton ao longo de sua diregdo de 
propagagdo z> teremos analogamente a (8.88), 


dJ z dN I 
dt ~ 2 dt 


(8.89) 


Levando as (8.88) e (8.89) na (8.87), resulta 


= ±h 


+ para polarizacao circular esquerda 
— para polaiizacao circular direita 


(8.90) 





8 1 0 Rdcgso de incerteze 


315 


ou sejd, o mo memo angular do fdion ao longo de sua direcdo de propagacao e 
quantizado , assumindo os valores + ou - Jr. estes sao seus autovalores. (Compare 
com a condigao de quantizagao de Bohr na Sec. 7.7) 

Associando o aulovetor I -f ) da (8.25) a polarizacao circular esquerda e I - ) a 

A 

direita , podcmos entao construir o observavel J- usando a (8.37): 


K = +» I +X+ 1 + (-»)!-)(- 1 = 


h 

'i 

-A 

ft 

'i a 



-*• 

^0 -A! 








S 

il 

a* 

! 

2 

V 1 ' 

b 

2 

V-' b 




A 


(8.91) 


(Representagao matricial na base dos estados de polarizacao linear 10 = 0). 10 - “ ) ). 

8, 10 Reicifsi© dm i^certezca 

Na ffsica classics, quando um sistema se encontra num estado bem definido, o 
resultado de cada observagao feita sobre o sistema 6 bem definido. Como sabe- 
mos, isso nao e verdade na ffsica quantica: em geral, so e possivel predizer a 
prohabilidade de um resultado. 

Assim, por exemplo, o momento angular J z de um foton so tern valores bem 
definidos nos autoestados ! -t-) (J z = h)t\->(J z ~-h). Num estado de polari- 
zagao linear 1 0 ), o valor esperado de J z 6 dado peia regra Illd: 


J z ) = (0 j J z j 0) = h (cos 9 sen 9 ) 


'o -A 


^cos 0 ' 

J 


^sen 0 j 


, x -i sen 6 j , , 

= ft (cos 0 sen 0 ) ! = i ft (-cos 0 sen 0 + sen 0 cos 0) 

v 7 / cos 0 J K } 


ou seja 


( J .) = 0 ! [elemenios diagonals da (8.91) j (8.92) 
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Principios oeilco: da :eo' : = c jer.ricr: 

Como os valores obtidos para J z em cada determinacao (para cada foton) so 
podem ser *f ft e — ft , a (8.92) significa, simplesmente, que cada urn destes resul- 
tados tcm a mesma probabilidade: 


/>(+*) = />(-*) = 7 


(8.93) 


o que e confirmado pelas (8.46), pois, pel a Regra IT, 


p(±*) = |(±|e }| 2 



7 


(8.94) 


De forma mais geral, como l-f) e I-) formam uma base, qualquer estado de 
polarizacao do fdton 6 da forma 



(8.95) 


e I v+ I" = p e a probabilidade de que se encontre + determinando J z no estado 
Iv), com 1 v_T = 1 — p dando a probabilidade de encontrar ( — ft). O valor midio 
(X) v sera entao 


{ J z) v = * + 0 - p) (-* 0 = ( 2 - 0 * 


(8.96) 


que, sendo 0 < p < 1, pode assumir qualquer valor entre -ft z -r ft (embora o va- 
lor em cada observagao seja — ft on + ft). 

A (8.95) representa I v) como uma superposigao qudntica de 1 + ) e 1 — ). Esse 
e urn conceito novo, tipicamente quantico, muito diferente do conceito classico de 
superposicao linear de dois estados. Os valores de J z na superposicao I v ) ndo sao 
intermediaries entre os valores extremos correspondentes a I + ) e I — ). Os unicos 
valores possfveis continuam sendo -fft e — ft. 

E a probabilidade de encontrar um desses resultados que assume valores inter- 
mediarios entre 0 e 1 [por conseguinte. tambem o valor medio (8.96)]. 
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Flutuacao 

O unico caso em que a observacao de uma grandeza A leva a certeza de um 
dado resultado e quando o estado I a ) observado e um autoesiado d ei (a = autova- 
lor). Nesse caso, 



(a | A j a) = a (a | a) 


a 


(8.97) 


ou seja 


/ „ 



A - 

(a) 

la) = 0 


V / a J 



(8.98) 


a 

Reciprocamente, se vale a (8.98), la) e um autoestado de A com autovalor 
(A) c = a. 

Em qualquer outro caso, a observagao de A levari a valores diferentes em 
diferentes observagoes. Num estado l u) diferente de um autoestado. os resultados 
fhituarao em torno do valor mddio (A) u . Uma boa inedida dessa flutuacao ou in- 
certeza dc A no estado I u ) e o desvio quadratico medio, (A A) u , definido por 


7 ^ 


A A 


\ / 

u . 




que leva em coma tamo flutuagoes positivas como negativas. 
Temos 


( \ 

2 

i | 

r 


1 * \ 


i -\ 2>N 


A A) 

— Ill 

A 2 

2 { 

A 

} A +« 

A) 

i u 

[1 )u_ 

\ i i 

w 

> 

, i 

u 

\ iu j 


i i A o 

, \ / 


/ i * 



.2 , , 


= (w j A~ 

u)- 21, 

i) 

(u A 

\u 


(u 

m) 


1 / V 


\ 1 

I 1 

\ / 

> 

u 




ou seja 




(8.99) 


( 8 . 100 ) 


Exemplo: Levando em conta a (8.92), a flutuacao de J z no estado I 0 > e 
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A J. = 



Pela (8.91), 


( 8 . 101 ) 


/: = h 2 


o - a r o ~i 


0) \J 0 


0 1 


= tr • 1 


( 8 . 102 ) 


de forma que a (8.101) da 


i y. = h 


(8.103) 


resultado consistente com a (8.94). 

A Relacdo de Tncerteza 

Sejam A=A + qB~B dois observaveis, \u) um vetor de estado e X um 
numero real qualquer , e consideremos a desigualdade 


A + iXfll | w) > 0 


(a norma de qualquer vetor e nao-negativa). Fsso equivaie a 


u A — ilB A + i\B\ \u) > 0 


on. desenvolvendo a expressao. 


(8.104) 


(8.105) 


A 2 \u)-riX(u\ AB - BA u) -r X 2 (u\ B 2 |«) > 0 


ou seja, 


B 2 ) X 2 + iX{ A , B 


A 2 ) >0 


(8.106) 


onde definimos 


A A A A /A A 

A , B = AB - BA 


(8.107) 
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que se chama o comutador dos operadores A e B. Como e bem sabido. o produto 
de duas matrizes (on dos operadores lineares a elas associados), em geral, nao e 
comulativo. 

Tcmos, pela (8.63), como X e h sao hermiteanos, 


AB 

\ 


BA 



' [ 





B A- A B 


A , B 

= — 

A 

M 



(8.107) 


de modo que 


( i 

.1 

\ ^ 

1 

- 

*( 

A /V j 

A . B 


II 

A , B 

^ \ 

_ 

tu/ 

\ 

- 


J ' u 


(8.108) 


ou seja, o trindmio do 2A grau em X (8.106) tern todos os seus coejicientes reals. 
Para que seja > 0 para qualquer a 6 preciso entao que seu discrim in ante seja < 0: 


j 

- 

- 

\ 

( 

A 

, i 


s 

- 

- 

• u) 


- 4(A 


B 2 ) < 0 


onde o l.° termo e real e > 0, pela (8.108). Logo, 


' 



2 1 

(i=) a I- 


.4 , B 

) 


\ ht \ u 4 



\ 

_ 

L 



(8.109) 


desigualdade valida para quaisquer operadores hermiteanos A e h e qualquer esta- 
do ! u ). 

A A 

Sejam X e Y dois operadores associados a observaveis, e lomemos na (8.109) 




( 8 . 110 ) 


Entao, pela (8.99), sera 


(*v **!£ . sa* l8 - in) 


Por outro lado, e facil ver (verifique!) que 
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" 

A A 


A 7 , Y 


x-(x) y-(r 


pois um numero sempre coniuta com um operador. 

Finalmente, substituindo esses resultados na (8.109), resulta 


( 8 . 112 ) 


<A*). > ). 2= ’ 


x , Y 


(8.113) 


que se chama RELACAO DE TNCERTEZA: se X e Y nao comutam, ndo e passive! 
tor nar ao mesmo tempo tao pequenas quanto se qaeira as flutucicoes em X e 7, 
qualquer que seja o estado I u > escolhido. 


Observacoes inconi pattveis 

Em consequencia da relagao de incerieza, a ffsica quantica tem uma carac- 
terfstica radicalmente diferente da ffsica classica: a determinagao simultanea, com 
precisdo , de duas grandezas ftsicas diferentes pnde ser incompativel, ou seja, im- 
passive! por princtpio. 

Pela Regra Ulb, os resultados possiveis das determinacoes de um observavel 
X sao seus autovalores xj. Logo apos uma obseryacao de X com resultado x j, o 
sistema esta no autoestado correspondente I Xj ): a observacdo prepara o sistema no 
estado \x ,*) (ex.: passagem por um analisador de polarizacao). 

A A 

Logo, apos uma observacao tanto de X (com resultado xj) como de 7 (com 
resultado yj) o sistema teria de estar num autoestado simultdneo de ambos, I ej) y 
com 



(8.114) 


o qne implica 


X , 7 



XY - YX 



{ x j y j 


- yj x j 



(8.115) 


Vimos na Sec. 8. 6 que, se s6 existe um autoestado 1 e ; -> associado a cada 
autovalor, os autoestados formam uma base ortonormal [cf. (8.27)]. Logo, qualquer 
estado I v > e da forma 




J 


(8.116) 
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e a (8.115) implica 



A 

Y 


v) = 0 , V|v) 


(8.117) 


ou seja. 


lr- .i 


i 

X 

v 

i 

o 

II 


(8.118) 


como conseqiiencia da mensurabilidade simultdnea de X e Y ein qualquer estado. 
Reciprocamente. com as mesmas hipoteses, a (8.118), aplicada aos autovetores 

A l 

I e, ) de X, implica 


* <r *, ti?,» (8-H9) 


A A 

ou seja, Y\ej) tambem e autovetor de X. com o mesmo autovalor Xj. Como, por 
hipotese, so ha um autovetor (a menos da normalizagao) com este auto valor, 

A 

Y\ej) tem de ser proportional a I e } ), 


Y 



yj 


( 8 . 120 ) 


Quando ha mais de um autovetor linearmente independente associado ao mesmo 
autovalor (diz-se neste caso que o autovalor e degenerado ), pode-se mostrar que a 
conclus&o permanece valida, sendo possivel construir uma base por um proccsso de 
ortonormalizagao bem conhecido em algebra linear. 

A conclusao e portanto que a condigao necessaria e suficiente para que dois 

A A 

observdveis X e Y sejam compatfveis, isto e, possatn senipre ambos ter valores bem 
definidos no mesmo ^ estado qudntico [tendo entao uma base ortonormal comum de 
autovetores) e que X e Y comutem : \ X ,Y] = 0. Assim, compatibilidade equivale a 
comutatividade. 

A A 

Exemplo: Consideremos os observaveis P^/i, e P T ,n (polarizacao linear do fo- 
ton nas direcoes O = rt/4e0 = 7t/2, respectivamente). Pela (8.72), 


1 1 

fi r 

A 

'o o' 

P — A 

r n/ 4 — 2 ' 


■ P«n = 

v ()lJ 


( 8 . 121 ) 


o que da 
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]_ 

2 


1 

V 0 1 


\ 


/ 





r 0 0 
1*1 




J 




\_ 

2 


(° 



( 8 . 122 ) 


mostrando que um foton nao pode ao mesmo tempo ter polarizacao linear bem de- 
finida na direcao 0 = rc/4 e na direcao 0 = k/2. 



Para vcrificar a incompatibilidade. 
consideremos um foton incidente de 
polarizacao linear 0 = 0 que atravessa 
sucessivamente dois analisadores, um 
com cp - tt/ 4 e outro com (p = n/2. 
Se atravessar antes o de cp = 7 t /4 [fig. 
8.9(a)], a probabilidade de passar por 
ele sera cos 2 ( 7 t/ 4 ) = 1/2, e o foton 
emergira linearmente polarizado com 
0 = Jt/4, de modo que a probabilida- 
de de passar pelo 2.° analisador sera tam- 
bem cos 2 ( 7 t /2 - tu/ 4) = 1/2. Logo, 
a probabilidade toial de passagem e 
p = 1/4. 


Por outro lado, se invertemos a ordem [fig. 8.9(b)], a probabilidade total se 
toma p = 0. Logo a probabilidade total de passagem depende da ordem em que as 
determinagoes sao efetuadas, mostrando que nao podc haver um autoestado si- 
multaneo de P K / 4 c P K / 2 ■ Isso tambem nos da uma ideia do significado ffsico do 
comutador. 

8.1 1 IDes«ri§«© ijudral!®®? da afividade alls® natural 

Vimos na Seg. 5.6 que existem substancias transparentes (tais como uma so- 
lucao de agua com acucar ou um cristal de quartzo) que tem atividade otica natu- 
ral: quando um feixe de luz linearmente polarizada penetra numa destas substan- 
cias, o piano de polarizacao gira de um Sngulo proporcional k profundidade de 
penetragao. 
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8.1 1 DescncSo duaniica d= atividade retursl 


Tomando o eixo z ao longo da diregao de propagagao, com origem na face de 
entrada, podemos dizer entao que, se o vetor de estado inicial de polarizagao e 

f cos 0 N 
sen 0 

meio, ura vetbr de estado 


19) - 


(diregao de polarizacao 8). teremos. apos penetrar uma distancia z no 



^cos (0 + a zy 
^sen (0 + a z)j 


(8.123) 


onde a e o poder rotatorio especifico do meio. 

At 6 agora, discutimos apenas o que se poderia chamar de cinematica quantica: 
como representar o estado de um sistema quantico (polarizagao do foton). o que se 
faz por um vetor de. estado normalizado, e como representar grandezas observaveis. 
atraves de op er adores linecires sobre os vetores de estado. A atividade otica natural 
6 um cfeito dinamico , assoc i ado a evolugao de um vetor de estado; neste caso, 
devido il propagacao dos fotons num meio material. 

Na dinamica newtoniana, a evolucao do estado de uma partfcula (movimento) 
e descrita por uma equacao diferencial, a 2 s lei de Newton. Aqui estamos descre- 
vendo a evolucao nao no tempo, mas em z (profundidade de penetragao no meio); 
vamos tratar de faze-lo atraves de uma equaqao diferencial, obtida a partir de sua 
solugao (8.123), que da 




^-sen (0 + a zf 
K cos (0 + a z) y 



(8.124) 


onde representamos o resultado por um operador linear (como e a derivacao) apli- 
cado a i 0 ( z ) )• V amos achar D. 

A evolugao em z lem de presetvar a normalizacao do vetor de estado, ou seja, 

<0 (z) I 0 ( z ) > = 1: 

jz 1 ? (01 6 (0) = (9 (0| 9' (0) + (9' (0|8 (0) = 

= (e ( 2 )|d| e (z)) + (0(z)|p + |e( 2 )) - o (8.125) 


o que da 



(8.126) 
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P-; 


ossic 


fccoria cucntce 



A 

on seja, D e anti -hermit eano. o que implica que pode ser escrito como 


D =~iA , A'= A 


(8.127) 


onde A. 6 hermiteano. 

A represen: tacao geral de uma matriz hermiteana 2x2 6 


A - 



, a e b reais 


(8.128) 


As (8.124) a (8.128) dao entao, com 


0. = 0 + a z 


(8.129) 




f a c'l 


^COS0_) 

b ) 


l sen 0 J 


a cos G . + c sen 0_ 

i. <. 

cos9_ + b sen 9. 



f-ia sen 9.^ 

z 



^ i a cos 8, , 

V 


a 

c 


= b = 0 
= -z a 


ou seja. 


Pela (8.91). 


■ 


'0 
J a 



(8.130) 


j A = a/_ / h I (8.131) 

! i i 

A 

onde J- 6 o operador momento angular do foton. A (8.130) e uma equacdo de evo- 
lugao quantica para o vetor de estado de polarizacao de um fdton num meio oti- 
camente ativo com poder rotatdrio a. Ernbora obtida para estados de polarizacao 
linear, podemos toma-la como aplicavel a qualquer estado de polarizacao, pois os 
estados de polarizacao linear definem uma base. 







8.11 Deserted qusntica go ctiv,cdd?- orica nature! 


A 

Vemos entao imediatamente que os autoessados de J z tem caracteristicas espe- 
ciais. Pelas (8.90), sao os estados de polarizacao circular: 


J z 

1 

+> = +|+) ; 

: Pi 



(8.132) 


o que, pelas (8.130) e (8.131), implica 


.d_ 
d z 






(8.133) 


Como e ±,ctz e um fator de fase, que nao alieia u esudu, vemos quo um foton 
circularmente polarizado (esquerdo ou direito) permanece com sen estado de polari- 
zacao inalterado , ou seja, e vstaciondrio com respeito a propagacao num meio oti- 
camente ativo. 

Os estados estaciondrios 1±) da evolucao num meio oticamente ativo consti- 
tuem uma base especialmente comoda para obter a evoluc&o de um vetor de estado 
qualquer, dada a linearidadc da equacao de evolucao (8.130). 

Com efeito, como \±) z = c formam uma base, qualquer estado de polarizacao 
do foton podc ser escrito como 


(8.134) 


e, pelas (8.133) e pela linearidade, o estado de polarizacao evolui com 




+ e 


<x ^ 


U_ 



(8.135) 


Em particular, para o estado I 0 ) de polarizagao linear na diregao 9, as (8.46) dao 



(8.136) 


e a (8.135) leva a 



= VI 



i(a z+U) 

~w 


(8.137) 
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Princfcics b«i zcr.z c»= :?c : ~ o..^~:’r- 


Na representacao em que 19) = ! 


( co^e'' 


i sen 6 

V j 


l os vetores I ±)- = o sao dados pela (8.25), e 


a (8.137) corresponde a solucao (8.123), como e facil verificar. 


O operador de evolucao 
Na equacao de evolucao (8.130). 

' A|«) (8.138) 


aplicada a um vetor de estado qualquer I u ) ? A = — J. e um operador constante 
(indepen dente de ?). 

Se pud6ssemos integrar a (8.138) como uma eq. diferencial ordinaria, a soiu- 
cao seria 


j u) = exp A z) | u} 0 (8.139) 

mas, tratando se de um operador. e preciso verificar que sentido tcm a exponencial. 

Para isso, notemos que, em termos de seus autovalores a- e autovetores 
correspondentes I e -, ), o operador hermiteano A e representado pela (8.67). 


M = Xa i n /j n / -|^)( Ci || (8.140) 

j 

e os I ej) formam uma base ortonormal. Dai decorre imediatamente que (probl. 8.4) 



i i; ri = n A 

o que da 



(8.141) 


o mesmo valendo para qualquer potencia ou polinomio em A. Para matrixes, a 
(8.140) 6 uma representacao em que A e diagonal , e qualquer potencia de A se 
calcula imediatamente. 




8.11 Df5cric5o ouonticd da otivieiade ottcs '^tutdl 


Por extens&o, para qualquer funcao f(zj que possa ser expandida em 
potencias, definimos 


/PO-I/W 


o que se aplica, em particular, a fun 9 ao exponential. 
Os calculos que levaram a (8.91) dao: 


, w 1 1 

a 

- 1 

1 





1 A 1 2 

l' 

1 

/ 

2 l 

| w | 1 

( 1 

. 

? 

I 




= — 

1 A i 2 


1 

2 


ft 


\- J : 

, K 


de modo que, com A = a J z /Ti [cf.(8.131)J, 


U 


(z)= exp (^iAz)= e 




A 


= cos (as) 


'\ (A 

- i sen (a z) 

' 0 

A 

— 1 

,0 1, 

\ / 

d 



JJft jcf.(8.91>] 


Finalmente, a (8.139) fica 


u) = U (z) i «) 0 


onde o operador de evolugdo em z , U ( z ), e dado por 


<y(z) 


cos (a z) - sen (a s) 
sen (a z) cos (a z) 


serie de 


(8.142) 


(8.143) 


(8.144) 


(8.145) 



PrifCipios basicos dc tccrtc CuSntiCo 


Dado um estado inicial de polar izacao qualquer. 




\. C 2J 


a (8.145) leva a solugao da equagao de evolucao (8.138) 



/ c l cos (a z ) - c 2 sen (a zj 
sen (a z ) +■ c 2 cos (a z) J 


que se reduz a I u\\ para z = 0 e permite recupcrar a (8.123). 


(8.146) 


(8.147) 


PROBLEMAS 


1. Sejam \u> e I v > dois vetores de estado fixes (normal izados) e A - re** 
um numero complexo variavel. Demonstre que 



quando A varia, onde o mfnimo 6 atingido para A = -< v I u >. Deduza dai a desi- 
gualdade de Schwarz 



Sugestdo: Exprima a condi gao de mfnimo em termos de r e 0. 
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2. Obtenha os vetores de estado de poiarizacao circular na representacao alter- 
nativa, em que 






por um metodo analogo ao que levou as (8.25). Interprets o resultado. 


3. Mostre que, para qualquer operador A. tem-se 




A 


4. Mostre que os oper adores de projecao 11/ definidos nas (8.48) tem a pro- 
priedade 



Demonstre que dai decorre que os unicos autovalores desses operadores sao 0 e 1. 
Mostre que 

In, n 2 = o 


5. Mostre que, na representacao em quo 





^ / 


o observavel P$ (poiarizacao linear do foton na direcao 9) e representado pela 
matriz 

1 e -2 ' 0 ' 

* 2,e I , 



6. Demonstre a regra do produto (8.58). 






Principle* basicos d:i rcorie auSnricfi 


7. Urn feixe de fotons linearmente polarizados na direcao x incide, era seqiien- 
cia, sobre urn par de analisadores de polarizacao. O primeiro deles tern seu eixo de 
transmissao maxima orientado segundo um angulo 0j com a direcao x, e. o segundo 
tem seu eixo de transmissao maxima orientado segundo um angulo 02 com a di 
recao x. 

(a) Qua! e a probabilidade de que um foton passe at raves dos dois analisa- 
dores? 

(b) Para 02 fixo, qual e o vaior de 6i para o qual essa probabilidade de trans- 
missao atraves dos dois analisadores sera maxima? 

8. Considere o seguinte vetor de estado de polarizagao de um foton: 

k) = ^| + )^H 

onde I -4- ) e I — ) sao vetores de estado normalizados de polarizacao circular esquer- 
da e direita, rcspectivamente. 

(a) Mostre que I \\f) e normalizado. 

(b) Mostre que i\p) 6 linearmente polarizado. e calculc o angulo de polari- 
zacao, em valor absoluto e sinal. 

9. Um foton linearmente polarizado na direcao 0 incide sobre um analisador 
orientado na diregao (p, podendo atravessa-lo (resultado = 1) on nao (resnltado = 0). 
Mostre que a incerteza no resultado e 



10. Mostre que 



se e somente se 0 - (p = n ft/2, com n inteiro. Discuta a interpretagao ffsica desse 
resultado. 


II. Calculc [£ e , X |. 
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12. Mostre que, para 

u) = 

tem-se, 

(A Pq\ (a J : )" > ^ h ^ [qf - ]c 2 fj sen (26) - (c* c 2 + c 2 c,) cos (2G) 
e que o segundo membro e da ordem de S. 





A EQUAgAO DE 
SCH ROD INGE 

Neste capitnlo, vamos generalizar os princfpios basicos desenvolvidos no 
capftulo 8, formulando a equagao de Schrodinger, em que se baseia a dinamica 
quantica. 



—3 -2 -1 n=0 1 2 

■\ 1 ! 1 1 1 1 — 

35 -25 -5 0 5 25 36 

Fig. 9.1 Divisao err intervals 


Consideremos uma partfcula nao-rela- 
tivistica de massa m limitada a mover- 
se somente ao iongo de uma diregao, 
que tomaremos como eixo Ox. 


Uma observagao da partfcula pode encontr^-la em qualquer ponto do eixo, ou 
seja, os valores posciveis do observavel “posigao da partfcula” sao todos os nume- 
ros rcais, correspondendo a uma infinidade continua de valores possfveis. 

Como passo intermediary mais simples para descrever essa situagao. vamos esta- 
belecer primeiro uma descricao aproximada, dividindo a reta em intervalos identicos 
(fig. 9.1), de comprimento 8. Dircmos que a partfcula esta no intervalo n quando 


n$ < x < (n H- 1)5 (n = 0,± 1,± 2,...) (^.1) 

Podemos interpretar 8 como sendo a precisao na determinacao da posicao (o 
erro e < 8 ). 
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A 


?OugcSc 02 wCfirodircer 


Tsso leva, generalizando os conceitos do Cap. 8, a uma representacao aproxi- 
mada do vetor de estado da particula em termos de sua posicao. 



(9.2) 


como urn vetor coluna de infinitas componentes (infinidade discreta). onde o nume 
ro complexo c n representa a amplitude de probabilidade de encontrar a particula no 
mtervalo n (I c„ I = probabilidade de encontrar a particula no interval o n), com a 
condicao de normalizacao 

» 3 



(9.3) 


Para passar a representacao contmua. notemos que a probabilidade I c n I 2 , para 
5 suficicntemente pequcno. deve ser proporcional ao comprimento 8 do intervalo. 
Quando 5 0 ? 


lirn 

6->0 


K 


5 


dcnsidadc do probabilidade dc cncontiai 
a particula em x, centro do intervalo 5. 


(9.4) 


Logo. c n / \8 deve tambem tender a urn limite finito, que representa a ampli- 
tude de densidade de probabilidade correspondence, cp ( x ): 


r v 



(9.5) 


onde [cf.(8.6)] 
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| (p(2')[” dx = d p(x) - probabilidade de enconrrar a particula | (9.6) 

entre x t x + dx. 


: densidaiic tic 
i probabilidade 


com a condigao de normalizacao [forma limite da (9.3)] 


j>wr 


d x = 1 


O ‘'bra’' correspondente a (9.2) e 

(<p| - (-A-1 c„ c* +l ...) 
e a (9.7) 6 o limite, para 8 — > 0. de 

(<p !<p) = c „ 


n=- 


* \ 

/ \ 
c n 

u§ , 

(vs J 


(9.7) 


(9-8) 


(9.9) 


Analogamenle, o prodato escalar de clois vetores de estado I (p) e 1 >4/ ), associados 
as amplitudes de densidade de probabilidade tp(x) e w(x), e dado por 


Od 

(9 1 V) = J <p’(AW^ 


(9.10) 


As amplitudes de densidade de probabilidade sao chamadas de / lingoes de onda. 

Chegamos assim, finalmente, as / lingoes de onda de Schrodinger da Sec. 7.9 ; 
mas agora conhecemos sua interpretagao ffsica. 

Em geral, numa descri.gao dinamica. a funcao de onda associada a uma partf- 
cula deve depender do tempo /: 



'V(x,i) 


( 9 . 11 ) 


A relacao de Einstein E - % 0), estendida por de Broglie a uma particula qual- 
quer [cf. (7.39)], sugere que, para uma particula de energia E . essa dependencia do 
tempo seja da forma 
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A eouagSo de Schrscinser 


y (x , t) - 9 (*)e i(0 ' = 9 (x) e 1 L 


-i K tfn 


(9.12) 


o que daria 



(9.13) 


Mas, pela (7.67), a eq. de SchrOdinger nesse caso deve ser da forma 


EV = 


h 1 


m 


Ay -f V (x)y ! 


(9.14) 


para uma partfcula de massa m num poiencial V(x). 

Especializando esses resultados ao caso unidimensional, as (9.13) e (9.14) dariam 


h 2 0 2 y 


in 


dt 2 m d x : 


+ 


V(x)y \ 


(9.15) 


que e a EQVAQAO DE SCHR0D1NGER DEPEN DENTE DO TEMPO para o movi- 
mento unidimensional no potencial V(x). 

Para o vetor de estado I y ) corrcspondente, essa e uma equacao de evolufao 
temporal 




[analoga a equacao de evolucao espacial (8.130)], onde 


(9-16) 


"|v) -> -T— + V (*)v s V 

2m 6 x 


(9.17) 


com o operador 


H = 


h 1 d 2 


T + V Ml 
2m a.r w J 


(9.18) 


cuja atuacao diretamentc sobre uma funcao de onda y e definida pela (9.17). 





9.2 Ccnjucddo ’nermitefiro 
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A 

H chama-se operador hamiltoniano. Embora tenhamos partido de um caso par- 
ticular (estado estacionario), a (9.16) tem validade geral: para a mec&nica qu&ntica, 
e a lei fundamental da dinamica (como a 2 a lei de Newton para a mecanica clas- 
sical 

Ao contrario da T lei de Newton, onde aparece d 2 /dt 2 , a (9.16) € de l. a 
ordem em t , contendo apenas 3/3?. Logo, basta uma condicao inicial, !\|/)/=o, 
para determinar a solucao. Isso e consistente com o fato de que o vetor de estado 
I V}/ )r-o descreve completamente o estado qu&ntico do sistema no instante inicial. 


$.1 Con|ug@^© inermifeana 

O conjugado hermiteano A* de um operador A define-se de forma analoga a 
(8.61): 


ou seja 


9 


A 


¥ = \¥ 


^4 + i<p) (V|<p)-|¥)) 


(9.19) 


CO _ w 

J q>* (a-) A (a;) d x ■ = j y* (a) A" <p (a) 


d x (9.20) 


para qualquer par de funcOes de onda <j> {x ) e i| / ( a ). 

Trocando A —> A 7 e usando (A*)* - A (Probl. 9.3). vem 



(9.21) 


Exemplo: Seja A = — . Integrando por partes, 


1 9 ’ (x) i 1 |/ (x)d x = J <p (*) d f-dx= q (x)\|/ (-*) 


I 





X 
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A equdci^ c’ Scnrodiricsr 

0 termo integrado — » 0 em ±°°, porque cp e if tem de ser normalizaveis. e a 
(9.7) implica quc 


lim (p(x) = 0 

x-»±~ ' 


Logo, tomando o complexo conjugado da relacao acima. 



(9.22) 


e. comparando com a (9.20) [cf. (8.126)] 


'a' + 




3.v 



(9.23) 


mostxando que esse operador e anti-hermiteano. Isso tambem implica que 



t 




u 


i - 

— 






(9.24) 


ou seja. i 3 / 3 x 6 um operador hermiteano. 

Como o quadrado de um operador hermiteano tambem e hermiteano [cf. 
(8.63)], vemos que — 3 2 /3* 2 e hermiteano, e a (9.18) da 


H + = H j (9.25) 


ou seja, o hamitoniano e um operador hermiteano. 

Tsto permite verificar uma condicao de consistencia imporlante: a evolucdo 
dindmica dada pela equacao de Schrodingcr preserva a normalizagdo do vetor de 
e st ado. 



9.2 V^onju 5 ocic nsrniteeno 
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Com efeito, temos 


d_ 
d t 


j \| s\x, f)\]/ (x,t)d X = J \j/ d x + J V|( d 


=1^ 


1 - 

= -Hy 

iti 


iti 


J y c (h y)^ * _ J y) yd 


j q » 4 (ff~ y)dx pela( 9 . 2 l) 


iti 


JV(tf - H^xir dx = 0 



Valor esperado e derivada temporal 

O valor esperado (medio) de urn observavel A num estado i y ) e dado por 


r 


oc 

_ 


il 

A 

v) = JV(*.0 

A w (x, t) 

d x 

1 > v \ 


/ v 

1- 



(9.26) 


Supondo que A nao contem o tempo explicitamente, o valor esperado evolui com o 
tempo devido a evolucao de o que da 



I co 00 

- — ' j ¥ "A H y d x - J (h V[/) A d x 


J i|T* H ^4ij/jjjr pela(9,2l) 



(9.27) 
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' zqjaCeo az bc"rod-i=ir’ 


ou seja. 


rp 

?) =-L( 

\A , H 

|\ 1 

dt' 

ifi \ 

L 

L \ 


Em particular. 



O valor csperado do hamiltoniano 
se conserva 


(9.28) 


9.3 Operadores e memento 

A interpretacao ffsica de I \|/ (x, r) I 2 dx como probabilidade de encontrar a 
particula entre x e x + dx no instante t mostra que o valor esperado da posicdo da 
particula nesse instante tem de ser definido por 

oo 3C 

\ X I V (*. Or dx = J V* 0-0 A- V (x,f) = (i) v ( 9 . 29 ) 

— _oo 

onde 


* w(x,t)= x Y| (9.30) 


ou seja, o observavel x = “posifao da partfcula" e um operador equivalents a mul- 
tipliccicdo por x. 

Para definir o observavel velocidade v da particula. ou. equivalentemente, seu 

A 

momento m v, vamos usar o princfpio de correspondencia, pelo qual devemos ter 

P-31) 

! 


num estado descrito por \\r(x ,t). 
A (9.27) da 




9 3 Ooerdooreii posigdo £ memento 


341 


Como o operador idenridade comuta com qualqner outro, a (9.18) da 


- £V 

n 2 L 9 2 

1 V 


A 

y 1 

X, H 

— i X, n 

2 m [ a X 2 

+ V[X) 

^ y * 


=o 



tr 
2 m 



(9.33) 


Para oalcular o comutador entre esses dois operadores. basta aplica-lo a uma fun- 
Qao de onda qualquer y: 



, d 2 \|/ 

X i- 

dx 2 

x \}f/3 X 2 



(9.34) 


Temos, pela (9.30), 


d 1 , a 2 , v a 

VT (^ = (*V) = Y" 

a* y a.r 


\j/ + x 


9 V 


= , , d 2 V 

- T A 2 

d x d x 


de modo que a (9.34) fica 



(9.35) 


c, lcvandu nas (9.32) c (9.33), 


d_ 
d t 



ih 


tT 

2 m j 

y 



i h a 

m 3 A' 


o qua. comparando com a (9.31), da 


i h a 

m d x j 

1 


(9.36) 
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e 


p - -ih— OPERADOR MOMENTO (9.37) 

d .v 


Isso mostra que a (9.18) equivale a 



(9.38) 


ou seja, que o hamiltoniano equivale ao observavel energia da particula. Obtemos 
assim a interpretasao flsica da (9.28): ela garante a conservagao do valor esperado 
da energia. 

Temos, por outro iado. 


. 3 
x,— 


V = - 4 - (* v) = -v • Vv 


ou seja. 


senberg 


d ' 

d x 

A * 

(9.39) 

(9-37), 

obtemos a 

regra de comutagao de Hei~ 

yy a I 

P 

= iti 

(9.40) 

J 




Cumu a deducau da (8.113) 6 v&lida em geral, daf resulta 


Ax A p > —Ti 
r 9 


(9.41) 


que e a celebre relagao de incerteza de Heisenberg para posigao e momento de 
uma particula. Vemos que posicdo e momento (ou velocidade) de uma particula 
sao observdveis incompatfveis : nao podem ter, ao mesmo tempo, valores bem 
definidos, em nenhum estado quantico. As flutuacoes recfprocas tern de obede- 
cer a (9.41). 
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§„4 @ fe@psBms§ de Hts-esslest 

Do ponto de vista do principio de correspondencia, podemos comparar com a 
mecanica classica as equacoes de movimento para valores medios de observaveis 

A 

quanticos. Ja nos valemos dessa ideia para definir o operador momento p por 


' (p)v = m (°)v = 


(9.42) 


(% A 

Vamos calcular agora — (p . usando novamente a (9.27): 

dt 


T<*=S( 


P , ti 


-> / U/ 


(9.43) 


Como p comuta com p ", a (9.38) da 


p,H 


p. v 00' 


= -i ft 




(9.44) 


Calculamos o comutador apiicando ambos os membros a uma funcao de onda \|/ 
arbitraria: 


,v(x)i 


v - 


/ (9 v] - l/ (9 


3 i)f 


31/ 




on seja. 



(9.45) 


Substituindo esse resullado nas (9.44) e (9.43), obtemos o teoreina de Ehrenfest 



(9.46) 
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Classicamente, a forca F quc atua sobre a partfcula num campo dc cnergia 
potencial V(x) 6 ^ = — d V / d x, de forma que as (9.42) e (9.46) implicam que os 
valores esperados obedecem d 2 a lei de Newton . resultado inteiramente conforme 
ao principio de correspondencia. 

Entretanto, esse resultado de per si esta longe de dar conta das sutilezas en- 
volvidas na transicao entre a mecanica quantica e a inecanica classica. Ele nada diz 
sobre as fluluagoes nem sobre as diferencas conceituais e de interpretagao; em par- 
ticular, sobre o que acontece com o estcido quantico de um sistema em confronto 
com o conceito classico do estado. 


9.5 il@ wsemesit® 

Uma autofungao do operador momento (9.37) e definida por 


P' Vp(*) = = PVp( x ) 

a x 


onde p e o autovalor. A solugao dessa equagao diferencial e 


y,(*) = Ce ipx/n = Ce ikx 


que. e lima onda plana de momento 


p — fl k (— oo < p < oo) 


(9.47) 


(9.48) 


(9.49) 


onde p pode tomar lodos os valores reais. 

A (9.49) 6 a relacao de de Broglie (7.54) entre momento e ntimero de onda k. 
A (9.48) da 





= constants 


(9.50) 


de forma que \(/ /? ( x ) nao representa realmente um estado quantico aceitavel, por- 
que ndo pode ser nonnalizada : a integral de normalizagao (9.7) diverge. 

Sabemos efetivamente que uma onda plana e uma ideal izagao, um caso limite. 
Do ponto de vista do principio de incerteza (9.41), corresponderia a Ap = 0, o quc 
requer Ax ou seja. indeterminacdo complete da posicdo: daf o valor con- 

stante da “densidade de probabilidade” (9.50). 
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Embora a (9.48) represente uma “autofuncao impropria 5 \ as ondas planas, co- 
mo na otica. representam uma ideal izacao extremamente conveniente. Vimos para 
os estados de polarizacao que os autovetores de um observavel formam uma base , 
ou seja. que e possivel expandir qualquer vetor de estado como superposicao dos 
autovetores. 

Apesar do carater improprio das autofungoes do momento, essa propriedade se 
generaliza para elas: qualquer funcao de onda \jf(x) normalizdvel (representando 
portanto um estado quantico aceitavel) pode ser expandida em termos das (9.48): 


M/{x)= jc{k)e ikx dk | (9.51) 


onde a soma sobre todos os autovaiores corresponde aqui a uma integral sobre toda 
a reta. 

Na analise matematica, a (9.51) corresponde ao que se chama de expansao em 
integral de Fourier, e e possivel dar expressoes explicitas para o calculo dos coe- 
ficientes c(k). 

O conjunto dos autovaiores de um operador chama-se espectro desse operador. 
[For exemplo, pela (8.90), o espectro de X para o foton e discrete formado pelos 

A A 

autovaiores ( — -fS)]. Tanto para x como para p encontramos um espectro con 

txnuo dc autovaiores (x e p podem assumir qualquer valor real). 


Vimos na Seg. 9.2 que ha conservagao global da probabilidade: 



(9.52) 


Entretanto, hd tambem uma lei de conservagao local, analoga a equacao da con- 
tinuidade na hidrodinamica e a conservagao local da carga eletrica. 

Sabemos que a densidade de probabilidade p (x,t) e dada por 


p (*. 9 = | 


(9.53) 


Logo, 





A eqyagso dc ScHtodinger 



3p _ 
dt 

y T V (x, f)v (*, 0] = V 

3 V ^ 

3 ? 

d y 

3 1 

Usando a eqnacao de Schrodinger (9.15), is so da 



3p _ 

£ 

a 2 3 2 y 

. v Mw - 

ft 2 

d 2 v* , 

dt 

ih 

2 m 9 x 2 

+ VWY ifi[ 

2 m 

a* 2 

3p _ 

h 

-%2 

* 0“ 11/ 

iif 

-*2 * \ 



0 1 

2 m i 

r 2 

d A 

0* 2 . 




(9.54) 


t- V 


h 3 Jw 3 y* 

s — : w~ Y 

2 mi d x 6 x ox 


qu final inente. 


onde 


! 9 / 9 a: 


. / v h * 9 w 3 

A*.0 S n — : V 

2 m z c/x dx y| 

A (9^54) e a versao uni dimensional da equacao da continuidade 

'fP + divj = o| 


(9.54) 


(9.55) 


(9.56) 


e representa a /ez ^ conservagao da probcibilidade. 

Com efeito, integrando ambos os membros sobre um segmento de reta entre 
X] e X 2 , vem, com ai < xi , 


-2-| p (^r)c/^ = j 1 2 (*,/)</* = y(.t„0 -y( x „0 < 9 - 57) 
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ou seja, a taxa de decrescimo, per unidade de tempo, da probabilidade de encontrar 
a particula entre X] e x 2 , e igual ao fluxo de probabilidade, por unidade de tempo, 
que sai por x 2 , menos aquele que entxa por x\. Logo, j(x.t) dado pela (9.55), 
representa a corrente de probabilidade (cm uma dimensao, a densidade de corrente 
se confunde com a corrente, porque o “fluxo” e tornado atraves de um ponto). 

Em particular, fazendo x\ — > - , x 2 —> 00 na (9.57), e observando que j deve 

tender a zero no infinito para vetores de estado normalizados, recuperamos a lei de 
conservacao global (9.52). 


Exemplo 

Vamos calcular j para a autofuncao do momento (9.d8): 


- r Jpx'k 


= c e 


dx 


\f" p = Ce~’ px,h 


3 Yp • P * 


ft 

i P Kl/ l 2 _ 

ip' 

'-V - 1 

2 m i 

ti K'l 

. h . 


= p 


= p 


ft lip 
2 m i h 


H p ! 

1 j = — p = pvs 
m 


(9.58) 


que corresponde a expressao bem conhecida da corrente associada a um escoa- 
mento com densidade p e velocidade v. 

As consideracdes precedentes se aplicam ao caso geral da cquacao de Schrodin- 
ger na presenga de um potencial V. Vamos considerar agora particular livres (V = 0). 


Para particulas livres em uma dimensao, a equagao de Schrodinger fica 

I . . 3 \p p 2 ft 2 d 2 \i r 

dt 2 m 2 m, d x" 


(9.59) 




cuja solugao geral e 

cp c (x) - C ¥ e ipx/h + C e~ ipl/h j (9.64) 

que e uma superposicao de autoestados do momento. 

Temos aqui o 1° exemplo de degenerescSncia: cada autovalor £>06 dupla- 

mpntp dpgpvprndr, r.rvm dnas autofiirmnes linearmente. independe/n te.s (+/i ft ~P). 
correspondendo a possibilidade de a particula se mover para a direita on para a 
esquerda, com a mesma energia E. 

Como as autofuncoes do momento, (p e(x) 6 uma autofungao imprdpria, nao 
normalizavel. Uma interpretagao possivel dos resultados, por exemplo de 

(9.65) 

e que representa nao uma particula unica, mas um feixe estaciondrio de partfculas 
de momento e de energia E (feixe monoenergetico): A densidade de partfculas 
no feixe e 
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(9.66) 


e a densidade de corrente de particulas no feixe e dada pela (9.58), j = pv = p p/m. 
Podemos pensar numa experiencia com o feixe como um grande numero de repeti- 
coes indepcndentes de uma experi6ncia com uma unica particula. Analogamente, a 
(9.64) representa, nessa interpretacao, a superposicao de dois feixes de particulas 
livres, um viajando para a direita e o outro para a esquerda. 


P acutes de ondas 

O estado mais geral possfvel de uma particula livre em uma dimensao e obtido 
tomando uma expansao nas autofuncoes da energia (estados estacionarios) como base: 


vM = jc(py px/h e~ iE,/h dp 


(9.67) 


onde os autoestados do tipo C+ ( C_) correspondem & integral de 0 a <*> (de -«> a 0), 
e E = p 2 f (2 m ). 

Pela teoria da integral de Fourier [cf. (9.51 )], podemos representar dessa forma 
qualquer estado normalizavel. A Regra II indica que ! C (p ) I ~ dp deve ser propor- 
cional & probahilidade de encontrar a particula com momenta entre p e p +- dp. 

Um estado normalizavel da forma (9.67) chama-se um pacote de ondas de 
particulas livres. 

O principio de correspondence sugere que se possa empregar um pacote de 
ondas para representar uma particula aproximadamente localizada. 

Os exemplos de pacotes de ondas eletromagneticas analisados na Sec. 3.6. on- 
de discutimos a rela$ao entre tempo de coerencia At e largura espectral A co, ob- 
tendo, na (3.49), A or Ax - 2 tc, podem ser aplicados a (9.51), pois, em ambos os 
casos, trata-se de uma integral de Fourier. Basta substituir t — e co — >k [cf.(3.52)]. 

Inferimos entao que, se I c ( k ) f tem um pico de largura A k, com centro em 
k, e I cp ( a* ) I" tem um pico de largura A x, com centro em x, deve ser (fig. 9.2) 



J<p(x)l 2 



/ 

\ Ax 


/ 

K 


/ 

\ 

\ 


J 

\ 



x 


Fig. 9.2 Larguras de pacote em x e k 



A equccSo de ScKrodingsr 


Ax Ale ~ 2% 

Como k = p/H [cf.(9.49)j, a (9.68) equivale a 

A x A p ~ 2 Kfi = h j 


(9.68) 


(9.69) 


o que e consistente com a relacSo de incerteza (9.41) e fornece uma deducao heu- 
rfstica altemativa dessa rclacao. Para isto ? interpretamos Ax e Ap como as incer- 
tezas (flutuacoes) em x c p, respectivamente, no pacote de ondas. 

Analogamente, podemos esperar que seja 



(9.70) 


e podemos usar a (9.67) para estudar a evolucao temporal do centro de um pacote 
que, para t = 0, 6 dado pel a (9.51). 

Reescrevendo a (9.67) sob a forma [cf.(7.59)J 


V (x, r) = J c (k)e A ' kx ra,) dk ,c (k) = he (p) (9.71) 



a relacao entre to e Ic e dada por 

o) = ^ = ji— = 021. 

fi 2 mh 2 mh 

de modo que a velocidade de fase to /k varia com k (.*. com o comprimento de 
onda): ha dispersao. 

Vimos no estudo da interferencia (superposigao) de ondas [FIs. Bds. 2, Sec. 
5.5(c)) que, nesse caso, o pacote de ondas se propaga com a velocidade de grupo 


co = h 


k 


2 m 


(9.72) 


= 


d co 
~dk 


k=k 


(9.73) 


A (9.72) da 



(9.74) 
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o que e consistente com o teorema de Ehrenfest: o pacote de ondas se propaga com 
a velocidade media da particula. 

Entretanto, devido a existencia dc dispersao. o pacote inicial tende a defor- 
mar-se ao longo da propagacao. Alem disso, a incerteza de velocidade Ap/m, para 
particulas livres, implica numa incerteza adicional -(A p/m)t na iargura A x do 
pacote apos urn tempo t, ou scja. ha um alastramento do pacote de ondas. 


@oS Mk segissufii© die Schr&dinger firi«IiBM®iSsl©BsssB 


Para o movimento tridimensional de uma particula de massa m, a fungao de 
onda continua obedecendo h equacao de evolugao (9.16), mas o 2.° membro agora 
6 dado pela (9.14): 



Y (x, /) - H \\f = 


ti 2 


2 m 


A\|f + V (x)y j 


(9.75) 


Esta e a equacao de Schrodinger tridimensional dependente do tempo para uma 
particula nao-relativistica. 

A densidade de probabilidade £ dada por 


I p(x,t) = | ¥ (x, rj 


com a condicao de normalizacao 


(9.76) 


J |y (x, rV 


d x = 1 


onde a integral e estendida a todo o espago. 
A definicao do conjugado hermiteano e 




A y 


x A 
d*x 


= Y 


A 


<P 


= J v(4 +( p 


d 3 x 


Se A = A' 


, J v^A x = J(^A Y 


O z? jc 


O operador de posicao x e definido por 

x ¥ (x, ?) = x ¥ (x. t ) 


(9.77) 


(9.78) 


(9.79) 



e o operador mo memo p por 


P = P x i + P, j + Pr k = -ifi 


r . d . . d 


d y 


+ k 


dz 


= -ifi V 


(9.80) 


com 


fr A ■ 

P" 

= * 2 A 


2 m 

2 m 


(9.81) 


Analogamente a (9.40), temos 


A A 


A A 


Aw A 

II 

T-.. 

2 SH 

•* • P.r 
— — 


3 ’ , Py 


£ > Pc 


*3 ' P< = 


(9.82) 


— i ft 8 




AAA 


AAA 


Os observaveis (* s >’.z) [ ou ( p* , p y , p z )] sao compatfveis. pois estao asso- 
ciados a graus de liberdade independentes: 


[* . = [x , |J = = \j> x , A.~| = \j> x , jj.J = |£ v , = 0 

I »\ ^ j I * 

= I* , Py j = ...= |z , 


(9.83) 


As (9.82) e (9.83) sao as regras de comutacao candnicas de Heisenberg. 

A lei de conservacao local da probabilidade se obtdm de forma analoga a 
(9.54): 


§7 

i (~t< 2 ) 


i ft \ 2m 


(y* A \|f - \jf A\j/*) 


(9.84) 


Temos (Ffs. Bas. 3, Sec. 4.6) 

div (y* Vwj = \|/ & div (V i|/) + V \|/* - V \y 

A\j f 


(9.85) 
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Intercambiando \|f’ ' \|/ e subtraindo membro a membro, resulta 


div (y* V \]f - \jrV \{/ 1 ) = V* A \|/ - \j/ A \|/ 


(9.86) 


de modo que a (9.84) da 


^ + div j = 0 
0 l 


(9.87) 


onde a densidade de corrente de probabilidode j 6 dada por 


ti 


J = 


2 m i 


(y * V \|/ - \\f V y* ) 


que se reduz h (9.55) no caso unidimensional. 
Um autoestado do momenta \|f p (x). com 


p V (x) = -ih V vp (x) = p w (x) I 


e da forma 


(9.88) 


(9.89) 


V P (*) = Ce 


(p-*y* 


(9.90) 


pois, como d fdcil verificar, 


grad (f ' k x ) = ike' 


k x 


(9.91) 


Qualquer fun^ao de onda normalizavel pode ser expandida em autofungoes do 
momenta, 


\|/ (x) = J \[/(k) e ,k x k 


(9.92) 


Esta integral de Fourier tridimensional generaliza a (9.51). 

Os estados esiacionarios da equacao de Schrodinger para particulas livres 
[ V ( x ) - 0 ] sao da forma (ondas planas monocromaticas) 




Ax A p x > ^ Ti , Ay A p y > h , Az A p z - ~ n 


(9.96) 


ao pas so que todos os demais pares de observaveis podem ser determinados con 
juntamente com precisao. 

Podemos visnalizar a origem desses resultados analisando experimentos conce- 
bfveis para localizaeao de uma particula. 



(a) Diafragma 

Poderiamos tratar dc localizar a posicao 
riuma dada dirccao x fazendo uni feixe de 
eletrons (por exemplo) incidir perpendi- 
cularmente sobre um diafrasma de larau- 
ra d na direcao x (fig. 9.3). o que levaria 
a uma incerteza 

Ax - d (9.97) 


Fig. 9.3 Localizagao por um diafragma 


na coordenada a dos clelrons que alraves- 
sam o diafragma. Entretanto, embora se 
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pudesse ter p x = 0 ( A p x =0) antes do arravessamento, isto deixa de ser ver- 

dade depots , devido a difracao (propriedades ondulatorias do eletron). 

Com efeito, conforme vimos no tratamento da difracao por uina fenda (Sec. 
4.7), a abertura angular do feixe difratado e ~ 0o, onde [cf.(7.55)] 

sen6 0 « - = — (9.98) 

d pd 

o que leva a uma incerteza em p x da ordem de 

A p ~ p sen 0,, ~ — (9.99) 

d 

Combinando as (9.97) e (9.99), resulta 

\Ax A p x ~h | (9.100) 


(b) 0 “ microscopio ” de Heisenberg 

Poderfamos tentar localizar o eletron oh - 
servando-o num (super) microscopio. En- 
tretanto, devido a natureza ondulatoria da 
luz, como vimos na Sec. 4.8, a localiza- 
cao nao pode ser mais precisa do que o 
poder separador do microscopio. dado por 


X (9.101) 

A ,x 

sen 0 



onde Ho comprimento de onda da luz 
empregada e 0 6 a abertura angular da 
objetiva (fig. 9.4). 


Plano 

focal 


Luz (A,) 

Fig. 9.4 J ‘Microsc6pio’’de Heisenberg 


\ 

eletron 


Por outro lado, devido a natureza corpuscular da luz, o espalhamento dc luz 
pelo eletron modifica seu momento. Para minimizar a transference de momeuto, 
podemos espalhar um unico foton. 



3bfc> A equacao de ScKrociiTge' 

Mas nao sabemos em que direcao, dentro do angulo 0 de abertura da objetiva, 
o foton sera espalhado. Logo. M uma incerteza A p x na componente x do momento 
do foton espalhado, dada por 


A p x ~ p sen 0 = h k sen 0 = tJlA sen g (9. 102) 

A 

Pela conservacao do momento (recuo), essa e tambem a incerteza A p x na com- 
ponente p x do eleiron. As (9.101) e (9.102) dao 


A x A p v - 2 k fi - h 


(9.103) 


PROBLEMAS 


1. Demonslre que 


* " A 1 " /."I A . r A /V 

A , 5C| = yA , B\C + B V A,C 


2. Use a relafao do Problema 1 para calcular 


. a 2 

a:, 


3 x~ 


a partir de 



3. Calcule 



para n inteiro. 
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4. Os operadores de paridade P e de transla^do por a , T a , em uina dimensao, 
sao definidos por 

p<p(x )=< P (-x) • t 9 (*) =<?(* + a) 


Calcule os hermiteanos conjugados de P e de T a . 

5. Calcule p e j para o estado estacionario de energia E de uma partfcula livre 
(x, ?) = [C + exp (ipx / ti) + C_ exp {^ipx / ft)] exp (-iEt / Ti) 


6. Para a equacao de Schrodinger tridimensional (9.75), demonstrc o teorema 
de Ehrenfest 

I d dt (p)w = -(g rad l X 

i I 


A 

7. Demonstre que se A 6 um operador hermiteano. 



em qualquer estado \j /. 


8. Para o movimento num potencial unidimensional V(*), demonstre que, em 
qualquer estado 




SI 

QUANT 
SI 

"Vamos considerar agora uma serie de exempios simples de sistemas quftnti- 
cos, a fim de ilustrar alguns eleitos quanticos importanles. Em cada caso, faremos 
uso ? dentro de suas limitacoes, da relacao com a mecanica classica, hem como da 
analog i a otico-mecanica c da imagem ondulatoria classica. Discussoes mais com- 
pletas sao dadas em cursos de fisica atomica ; fisica nuclear, fisica da materia con- 
densada, etc... 

l@d Estados 

Conforme vimos na Sec. 9.1, ura estado estacionario de energia E e descriio 
por uma funcao de onda 

I (*> 0 = <P £ (x)e- iE,/h 

I 

onde 

tf(p e (a-)= E(? e Q) 

ou seja, <p £ 6 uma autofungao de energia E. O conjunto dos autovalores de H da 
o espectro de energia do sistema. 


( 10 . 1 ) 


(10.2) 





Sfiterr^s quSntcos sirrpies 


Para o movimento num potencial unidimensional, a (10.2) fica (omitindo o 
indice E ) 


tr d 2 (p 
2 m d x 2 


+ * / (*)<P 




(10.3) 


onde ko seria o numero de onda na ausencia do potencial (V = 0). A (10.3) 
equivale a 


onde 



-l- n 2 (z) kl (p = 0 


(10.4) 



(10.5) 


e o qnadrado do indice de refracao na analogia otico-mecanica [cf. (7.64), (7.65)] 
Na mecanica classica, para uma partfcula de energia total E dada. 




( 10 . 6 ) 


e a energia cine tic a da partfcula na posfcdo x. contanto que seja E > V(x) , caso 
em que a posigao x e acesstvel ao movimento da partfcula (regiao classicamente 
permitida). 



Vimos na mecanica classica (Fis. Eds . 
1, Sec. 6.5) que, num potencial V (x) 
como o da fig. 10.1, as regioes permi- 
tidas variam com a energia E da partf- 
cula. Para uma energia E\ > V[x) 
para \/{x) , a reta toda e permitida e o 
movimento e ilimitado. 

Ja para E = E2 (fig. 10.1), ha um pon- 
to xq onde 

e 2 = v c*b) | 


Fig. 10.1 Pontos cte inversao 


(10.7) 
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que se chama ponto de inversdo ou de retorno, onde p(x) se anula e troca de sinal: 
o movimento da parllcula pode ser ilimitado a esquerda mas ela nao pode ultrapas- 
sar xo : se vier de - <» , ela inverte o sentido do movimento ao atingir xq e retorna 
a — <*>. 

Para uma energia E = £3 (fig- 10.1), o movimento e confinado a regiao entre 
os pontos de retorno X] e xi\ a particula oscila indefinidamente entre esses pontos. 

Ja se pensarmos do ponto de vista da otica ondulatoric , numa regiao onde n(x) 
e constante, com E > V (regiao permitida), a solucao da (10.4) e da forma 


<p (x) = Aj nk ° x + AjT*** 


( 10 . 8 ) 


representando ondas que podem propagar-se nos dois sentidos. 

Entretanto, se E < V (regiao classicamente proibida ), com n 2 < 0 na (10.5), 
podemos tomar 


n = ir\ , i| real I 


(10.9) 


e ainda existem solucdes do tipo 


(p (x) = A ± e T '** 


( 10 . 10 ) 


que sao exponencialmente atenuadas para a direita ou para a esquerda. Encontra- 
mos soluqoes desse tipo, chamadas de ondas evanescentes , no estudo da refiexao 
total (Seq. 5.10.). 

10.1 ©egpgsM d© potential 

E o potenciai 



( x < 0 = regiao 1 ) 

(constante) (x > 0 = regiao 2) j 


( 10 . 11 ) 


Podemos tomar V > 0. 





10.2 Degrdu de poravdci 
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Vcjamos agora o quc acontece na mecanica quantica. 

(« ) E > V 


Nesse caso, a equacao de Schrodinger (10.4) nas regioes 1 e 2 fica 


I 


d x 2 


4- fc 2 cp, = 0 (x < 



fl m E 
h 



+ k\ (p 2 = 0 (* > 0) , k 2 


p2 p m(E-V) 

n n 


(10.14) 


com as solugoes gerais 


cp, (.r) = Ae ik,x + Be ikx 
cp, (x) = + D e~'" lX 


(10.15) 


Para definir uma solugao, temos de especificar condigoes de contorno, tanto no 
infinite (x — > ± ) como na origem (x - 0) , onde V(x) e desconlmuo. 


Conduces no infinite 

Como na mecanica classica, podemos ter uma particula (ou feixe de particu- 
las) incidente da esquerda para a direita (neste caso D = 0) ou vice-versa (ncstc 
caso A = 0). O caso geral 6 uma superposicao dos dois, e basta considerar o 1 .° 
caso, em que A e dado eBeC tem dc ser obtidos: 


<p, (x) = Ae u ' x 4* B e~ lk ' x 
incidente refleiido 

(p ? (a') = C e klX (transmitido) 


(10.16) 
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5isterr«~s qu&uicos simple 


O fato de haver duas solucoes independentes com a mesma energia E (uma 
com D = 0 e outra com A = 0) corresponds a mesma dupla degenerescencia ja 
encontrada para partfculas livres: a possibilidade de movimento em dois sentidos 
opostos. 


Condicao de contorno em x — 0 
* 

O potencial V ( x ) 6 descontinuo em x - 0. 

Por outro lado, como a solucao e estacionaria. a (10.1) da 


y t p(x> t )= y t i ve (*»or = Ive goi 2 = ° (ioi7) 

ou seja, a densidade de probabilidade e independents do tempo (estacionaria). 

Se tomarmos entao, na (9.57), xo = e , xi = - e , com £ > 0 arbitrariamenLe 
pequeno, vem 

-■^tjp( x ’ t ) dx = ° = J ( E > 0 - j (- £ - 0 

-e 

ou seja. fazendo e I 0 (por valores positivos). 

_/(+0, t)= j (-0,f) (10.18) 


A corrente de probabilidade deve permanecer continue na origem , apesar da des- 
continuidade do potencial (por mais forte raz3o, isto vale ern V outro ponio x). 
Isso implica, pela expressao de j. 


<pi (-0) = <P? (+0) 


I 



(10.19) 


ou seja. a funcdo de onda e sua primeira derived a em reiacao a x devem ser 
contfnuas. 
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Pelas (10.16), isso dd 


A + B = C 


^(A - B) = z^C 



A = 

1 

1 + 

k' 



" 2 

V 


k , 


1 


it, 

A - B = ^-C 

B = 


1 - 


k i 


’ 2 

V 



C 

C 


o que leva a 


B 

A 


— - amplitude de reflexao 

k^k 7 


C 

A 


~~ 1 — = amplitude de tran.smiss3o 

K + h 


(10.20) 


Pela (9.58), as correntes incidente, refletida e transmitida sao dadas por [cf. 
(10.16)1: 


= A 


J icfl 


= H* 


v, 


Ji 


= \C 


(10.21) 


onde Vj = hkj/m (j = 1,2). Na imerpretagao em termos de feixes de particular, as 
correntes sao proporcionais aos numeros por unidade de tempo de particulas inci- 
dentes. refletidas e transmitidas, respectivamente. Logo, as probabilidades de re- 
flexao ( r) e transmissao (f ) sao dadas por 


frefl 




^ _ Jtrans ^2 


h 


inc 




c 

A 


(10.22) 


e as (10.20) d3o 




(10.23) 


(10.24) 


(10.25) 


4 n 

t = (10.26) 

qne sao identicos a refletividade e a traasmissividade de urna interface entre dois 
meios transparentes na incidcncia _L [cf. (5.72)] 

Temos entao um efeito tipicamente quantico, conseqliencia das propriedades ondu- 
latorias das partfculas: na mecanica classica, uma partfcula com E > V e “totalmente 
transmitida". ao passo que quanticamente cla tem uma probabilidadc > 0 de ser reflelida 
(embora tenha energia suflciente para ultrapassar o degrau de poienclal). 

Em particular, se for ( E - V) « V, ou seja, se a energia estiver muito pouco 
acima do topo do degrau, a (10.14) mostra quc sera p z « p\ (a partfcula e forte- 
mente desacelcrada pelo degrau, na mecanica classica) e a (10.23) => r « 1, ou 
seja a reflexao e quase total, situacao tfpica para uma onda numa descontinuidade 
forte (para E » V, temos r 0: a partfcula quase nao 6 afetada pelo potencial). 

■(b) 0 < E < V j 

Nesse caso. a solucao anterior continua valendo. mas temos de tomar. na 
(10.14) [cf. ( i 0.9)|, 
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, = V 2w ( £ V ) = ± , v' 2 "( V - £ ) = ±f|ifc M 00.27) 

2 ft /j ‘ 2 | 

tie modo que a 2." das (10.16) da 

<p, (a) = C e n '~ r = C e ? - jx (x > 0) 


Mas o sinal inferior e inaceitivel, pois corresponde a um crescimento exponential 
para x — > ©o. Logo, 

• * 1 

\ = i\ k,\ , <p 2 (x) = Ce'M* = C e -W - E )* / » : (10.28) 

que corresponde a uma onda evanescente. 

A (10.20) da 

(10.29) 

(o quociente de dois complexos conjugados 6 um fat or de fuse). Substituindo na 

( 10 . 22 ), 

! r 2 ! 

r = - =1 00.30) 

: A_ 

ou seja, temos neste caso reflexao total , como na mecanica classica. 

Levando a (10.29) na (10.16), obtemos 


1 - h L_L = . n = ts' 1 J 

A k, +i k, *i , 




A 9(x) 
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Ssc 


5'-£~2l C5:ifi~:iGCS s;~ 


pb 



Fig. 10.5 PenelracSo na regiao proibida 


mostrando que a solucao na regiao 1 c 
uma onda estaciotidria (interferencia en- 
tre incidente e refletida). que penetra na 
regiao 2 (fig. 10.5) como uma onda eva- 
nescente, analoga as que encontramos na 
reflexao total (Seg. 5.10). A projimdidade 
de penetracdo e da ordem de 


(10.32) 


J_ _ Ti 

k 2 \ fi ,n (V- E) 


tanto maior quanto mais proxima estiver a energia do topo do degrau. E = V. 

Temos portanto uma probabilidade ^ 0 de que a particula seja encontrada na 
regiao classicamente proibida , E < V. Esse e um efeito tipicamente ondulatorio. 
Como na reflexao total, a solucao estacionaria nao permite ver como ocorre a pene- 
tracao na regiao proibida: para isto. teriamos de construir um pacoie de ondas. 
superpondo diferentes energias (incluindo solucoes com E > V, para as quais a re- 
giao 6 permitida). 

Observamos ainda que. para E < V. nao ex i stem solucoes com partfculas inci- 
dents da regiao 2 para a 1. de modo quo. neste caso. os autovalores da energia nao 
scio de gene nidus. 


Li mite de pa rede impenetrdvel ( V —> <*>) 


Se Fizermos V 
(10.28) que <p? ( a*) 
as (10.16) ficam 


— > a (10.32) mostra que a profundidade dc pcnelracao — > 0. a 

— > 0. e a (10.29) que B/A — z - 1 ( rj — » tc/ 2). de forma que 


(pj (a) = 2 i A sen (k ] x) 

j (10.33) 

cp, (x) = 0 



correspondendo a condicao de contorno 


\|/(0,?)=0 (10.34) 

assoc iada a uma parede impenetrdvel 
(fig. 10.6). Nesse caso limits, a derivada 
3\|f/d_r e descontinua na origem. 


Fig. 10.6 Parede impenetravei 
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10 3 ^C'OCul': CGTilinadiJ 



Na Seg. 10.2, ilustramos solucoes dos tipos E\ e E 2 da fig. 10.1, corresponden- 
tcs a movimentos ilimitados, caracteristicos de processos de espalhamenlo , em que 
a energia tem um e spectra conttnuo. 

Vamos ver agora um exemplo simples de solucao do tipo em que o movi- 
mento da particula e confinado a uma regiao limitada do espago: classicamente. e 
um movimento oscilatdrio. 


(a) Particula nutria caixa unidimensional 
V(x) 
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Fig. 10.7 Caixa de parades impenetraveis 


Corresponds ao potencial 










a 

a 



= 0 

- 

< x < 

— 





2 

2; 

• 

y(x)< 








y 





i i a 



— ? 

1 

A 

* 





i i j 



ilustrado na fig. 10.7. 


(10.35) 


Na meeanica classica, poderfamos pensar numa bolinha que oscila entre duas 
paredes impenetraveis, colidindo e sendo totalmente refletida por cada uma delas. 
A largura da caixa e a. 

Do ponto de vista de ondas classicas, temos propagagao entre duas paredes 
totalmente refletoras. 

A funcao de onda <p(x)s6e^0 dentro da caixa, onde satisfaz 


d 2 ( p ^ n , ^2mE 

^+lc’(p = 0,k = v 


d x 2 


n 


<, - 
2 


(10.36) 


Nas paredes, pela (10.34), devem ser satisfeitas as condicoes de contorno 



(10.37) 


A solugao geral da (10.36) 6 
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QL^r.tlcoi 


9 (.r) - A e ikl + Be ikI 


(10.38) 


Para aplicar as (10.37). s conveniente introduzir a notacao 


= e 


jk a/2 


{z =e~ ik “ n 


As (10.37) ficam entao 


(10.39) 


a 

x = — 

z A ~r z B 

= 0 

2 

\ 



a 



A = 2 

zA + zB 

= 0 


(10.40) 


Para que esse sistema homogeneo nas incognitas A e B tenha solucao nao-trivial, 
tem de ser 




s 


0 = 

z z 

is 



£ z 

o que so e possivel 

para 


2 = jka _ e -ika 


= 2 i sen (it a) \ (10.41) 



(10.42) 


pois n = 0 daria (p(x)=A + £ = 0, solucao trivial. 
Logo, 



Jm z/2 
e 


±1 (n par) 

± i (n impar) 


(10.43) 


Para n par, z e real, de modo que as (10.40) dao, juntamente com a (10.38), 


A + B = 0 < 

4H 

<P» (4 = A 

e ik " x - 

e n fin par, z — ~Z j-A - B = 0^A = B' 

% ( x ) = A 

[e ik ’ x + e~ ik - s j 



1G.3 Pc’EioJd cor.inddd 


Finalmente 


n = 1,3,5,... {<p„(v)= N n cos (k n x) 
n = 2,4,6,... { <f>„ (x) = N'„ sen (k.. x ) 


L = 


n n 


a 


(10.44) 


onde N n e N„' sao fatores de normalizagao; valores negativos de n n£o dcto auto- 
funcoes novas. 

Pela (10.36), os autovalorcs correspondences da energia sao 


l E r = 




2 m n 


C , o - \ 

ft- 7T 
2 m a 1 


n 


(n = 1,2,3,...) I 


(10.45) 


Propriedades das solucdes 
(i) Espectro discrete 

Na mecanica classica, uma partfcula poderia oscilar entre as paredes com qual 
quer energia E > 0. 


E 


Es 


9E 1 


e 2 


4E, 


Ei 


0 


Quanticamente, o espectro de energia e 
discreto : a energia e quantizada , podendo 
assumir somente os valores (10.45), que 
d&o os nfveis de energia da partfcula (fig. 
10.8). Para cada nfvel, ha uma so auto- 
fungao independente, ou seja, os nfveis 
sao nao-degenerados. 

O espectro discrete e caractenstico 
do confinamento. 


Fig. 10.8 Niveis de energia da particuia confmada 



Siscemas quSnticos simples 


(ii) A “energia de incerteza” 

A cnergia minima que a partfcula podc ter (estado fundamental) e 




? , ) 

k~ n 


m a 


(10.46) 


Vamos ver que essa energia minima esta associada ao princfpio de incerteza. 
Com efeito, as paredes impenetraveis confinam a partfcula a regiao Ixl < a/ 2, de 
forma que a incerteza na posigao da partfcula e 


\Ax < a 

i 

Pela rela^ao de incerteza, isso implica numa incerteza em memento 


(1 0.47) 


A p > 


h_ 
2 a 


(10.48) 


e numa energia minima (a energia da partfcula e puramente cinetica) 

a 1- 

2 m. 8 m a 2 


(10.49) 


A (10.46) 6 dessa ordem de grandeza. Logo, a energia do estado fundamental pode 
ser pensada como “energia de localizacao ” ou “ energia de incerteza \ Note o ca- 
rater “positivo” da relagao de incerteza. 



(iii) Aut of Lingoes 

As (10.44) mostram que as autofunedes 
(fig. 10.9) sao id6nticas aos modos nor- 
mals de vibragao de uma corda vibrante 
presa nas extremidades (Fis. Bds. 2, Sec. 
5.7), que satisfazem exatamente a mesma 
eq. ( 1 0.36) e as mesmas condicdes de 
contomo (10.37). 

O carater discreto do espectro de os 
cilacoes 6 caracteristico das ondas confi- 
nadas (membranas vibrames, cavidades 
ressonantes): e uma propriedade ondula- 
toria. Como de Broglie havia observado, 
essa e a origem dos numeros inteiros nos 
autovalorcs da energia. 


Fig. 10.9 Autofungoes da particula confinada 




(iv) Numero de nodos 


*! 0 . 6 Partfcuie ccrnnado 
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Nao contando os nodos (zeros) nos extremos ± a/2 , vemos que a fungao de 
onda do estado fundamental ( n = 1) nao tern nodos; para o estado E n , que 6 o 
( n — 1 ) - esimo estado excitado, ha ( n - 1 ) nodos. 

Intuitivamente. a razao desse resultado 6 que funcoes de onda com mais nodos 
osci]am mais, portanto tern momento (proporcional ao gradiente) e energia cinetica 
mais elevados. 


(v) Paridade 

Com a escolha de origem que fizemos, o potencial (10.35) e uma funcao par 

de x: 

V(-x)=V(x) 00.50) 


^ A 

Como d~/dx~ nao se altera pela transformacao x -» — x , o mesmo vale para o 
hamiltoniano 


H (-a) = H(x) 00.51) 


Logo, 


H* e (x) = E cp, (x) => H cp, (-jt) = £ <p r (-x) (10.52) 


on seja : cp k{—x) e uma autofungao associada ao mesmo valor E da energia. 

Como as autofuncoes, nesse caso, nao sao degcncradas. isso implica 

<p F (-*) = % (D;. (x) (10.53) 

onde A 6 uma constantc. Troeando a- por -a, vem: (pf ( a ) = A (pt (— a), e. substi- 
tuindo na (10.53). 


<p E (—a) = a 2 q> £ (-a) { A? = 1 { X = ±1 (10.54) 


Levando na (10.53). 




<p £ (-*) = ± q> K (*) 


(10.55) 
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Sbts- 


■srs-T-s oianz-cos 'i~p.es 


Logo, as autofuncocs tem paridade definida, isto e, sao nccessariamente pares 
ou impares , como conseqiiencia da invaridncia do hamiltoniano na transfonnacao 
(10.51) (x — > - jc) . Efetivamentc. na (10.44), n tmpar leva a autofunc5es pares 
e n par a autofuncoes impares f cp^ ( — x) =— cp„ (.x) ]. 

(vi) Ortonormalidade e tl completeza ” . 

Para calcular os fatores de normalizacao nas (10.44) ? usamos a condicao de 
normalizacao: 


Ni ] 

a/ 2 

r 

cos 2 } 

(iik ^ 


„ r 


k\ 

J 

a 

sen~J 

l a 


> 


r 


Ml ' 


, a/2 a/2 

If, , f 

(2nK 



\ d x ± cos 

X 

m;,\ 


2 J J 

a a 

<* 


2 2 


=0 


que leva a 



de modo que 



(10.56) 


(10.57) 



1 0.3 Panola confine da 


formam uma base ortonormal de funedes (completa) no intervalo (-a/2 , a/2), 
permitindo que qualquer funcao cp(X) quadraticamenie integravel (normalizavei) 
que se anula nos extremos desse intervalo possa ser expandida sob a forma 



cos 


(2 n + l) re 


a 


■f h n sen 


'2n% x 


a 


(10.58) 


onde os coeficientes de expansao a„ e b n se calculam projetando sobre os vetores 
da base 


c /1 


a n = J 9 (*)«>» 


(2 n + l)7i 

a 


d 


x 


(10.59) 


! K = (<p„ 


?r rar 


a/2 


| (p (x) sen 


2 n n | , 

x \ a x 

a 


Do ponto de vista maiematico. a (10.58) represema lima expansao em serie 
de Fourier , e as (10.59) dao os coeficientes de Fourier dessa expansao. Trata-se de 
uma gencraiizagao ao espago de Hilbert (dimensao infinita) da representagao de um 
vetor em termos de suas componentes em eixos ortogonais. 

(b) Par tic id a sobre um aro circular ; 

I ... — i 

Como segundo exemplo de movimento confinado, vamos considcrar um 
sistema quantico que seria o analogo de uma particula classica vinculada a se mo- 
ver sobre um arco circular (fig. 10.10) de raio a (como uma conta que desliza 
sobre um aro) 



Fig. 10.10 Particula num aro circular 


A coordenada que corresponde axe 



(10.60) 


o arco de circulo descrito pela particula 
apos percorrer um angulo <j) a partir de 
uma diregao fixa. 
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Sisters qtSnckos simple- 


Por conseguinte, o que corresponds aqui ao operador momento e 



ih d 
a 9(J) 


(10.61) 


Supomos que, alem do vinculo, nenhuma outra forga atua sobre a partfcula, de 
modo que o hamiltoniano e o de uma partfcula livre ao longo do circulo, 






2 m a 2 d (|> 2 


(10.62) 


O sistema, nesse sentido, ainda e unidimensional ; mas a diferenca com a reta 
6 que a circunferencia se fecha, confinando a partfcula a uma regiao finita. Embora 
tj) possa crescer indefinidamente, os pontos <b e 6 -t- 2 j% (j = ± 1 , ±2 , ... ) cor- 
respondent ao mesmo ponto do espaco, de forma que podemos impor uma condicao 
de periodicidade a funcao de onda: 

'¥(<P + 2;'n)= y(4>) (;' = ±1, + 2,...) (10.63) 

Procuremos inicialmcntc os autovalorcs c autoestados do momento p 


P $ ¥a (a) = * ¥x (fr) 


(10.64) 


onde estamos chamando de X os auto Yal ores. Pela (10.61), a (10.64) equivale a 


iti dwx 


a d (!) 




_ 

d (j) 




iX a 
ti 




o que da a solugao 


(0) = N exp 



(10.65) 


N sendo um fator de normalizacao. 

A condicao de periodicidade (10.63), com j - 1, da 





1 0. 3 Pdrtfaild confined a 


Vi (<t> + 2jc ) = ex P 


2it iXa 
ft 


¥>. 0) = Vi (♦) 


exp 


2tc f X a 

ft 


= 1 = exp ( 271 i /?) 


levando aos autovalor es 



e as autofungoes (ja normalizadas) 




( 10 . 66 ) 


(10.67) 


que obviamente satisfazem a condigao de periodicidade. 


Momenlo angular 



Fig. 10.11 Momenta angular 


Se tomarinos um eixo O z perpendicular 
ao piano do cfrcuio, passando pelo centro 
(fig. 10.11), podemos dcfinir o operador 
momenta angular da particula em rela- 
cdo ao eixo O z, por analogia com a me- 
cinica classica, como 


K = 


a p$ 


= -i fi 


3 d> 


( 10 . 68 ) 


e a (10.67) da 


ly n (<|))= ntiy n (<►) (n = 0,±l,...) (10.69) 

Logo, as autofun goes de sao tambem autoestados do moment o angular l z > e 
vemos que o momento angular e quantizado em unidades de h (caso especial de 
um dos postulados de Bohr); a quantizagao (espectro discreto) aparece aqui como 
conseqiiencia direta do confinamento a uma regiao finita, expresso atraves da con- 
digao de periodicidade da fungao de onda no angulo p . 



$s:er,=> cfcgrtfcccs :rc?: 


Finalmente, como, pelas (10.62) e (10.68) 




A 

os autoestados de l z tambem sao estados eslaciondrios . com 


H Vfn (*) = (n tij xj i: = E„ w„ (©) 


(10.70) 


(10.71) 


onde os autovalores da energia, como conseqiiencia do confinamento, formam um 
espectro discrete , 



F - 

(10.72) 


T 2 11 

2 m n 

com 


J 

II 

tif 

(10.73) 


ou seja, cada nfvel de energia e duplamente degenerado (exceto n = 0 ), com as 
duas autofuncoes indepcndentes \| /„ e \|/_„. 

Fisicamente, essas autofuncoes. correspondem aos dois sentidos opostos de 
percurso do cfrculo (como p e -p ao longo da reta). 

Podemos entretanto substituir \j/>. e por duas combinacoes lineares inde- 
pendentes. Em particular. 


' “ cos (» ®) 

V 

¥* - \|/_„ - sen ( n 4 ,) j 

1 I 


(10.74) 


A 

permitem definir outro conjunto equivalent dc autofuncoes de H, que nao sao au- 

A ^ 

tofungoes de p© nem de L . Se as tomarmos dessa forma, elas terao nodos ao longo 
do cfrculo (0 < (j) < 2k), cujo numero aumenta com a energia do mvel. de forma 
analogs ao que encontramos para o confinamento entre duas paredes impeneir&veis. 
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!tS»<§ leppeir^ die pofenciai retcsncgyiesr 



Consideremos agora o potencial unidi' 
E 1 mensional 


0 (x < 0) = regiao 1 
V> 0 ( 0 <x<a) = regiao 2 
0 (x > 0) = regiao 3 


(10.75) 


Fig. 10.12 Barreirs retanguiar 


Temos duas situacOes possfveis: E = E' > V e 0 < E" < V: em ambos os casos, 
vamos considerar estados estacionarios com uma partfcula (ou feixe) vindo da 
esquerda (fig. 10.12). e discutir a probabilidade de transmissao para a regiao 3. 


-d)E>V 


Vamos introduzir as notacdes [cf. (10.14)1 


: k 0 = J2 m E f ft 


i k = 2 m (E — V) / h = nky 


(10.76) 


As solucoes nas regioes 1. 2, e 3 sao analogas as que vimos para o degrau de 
potencial: 

(x) = Ae n ° r + B e~ ib ° r \ 


<p 2 (x)= Ce ikx 4- De~ ikx j (10.77) 


j <$ j (x)=Ee ik ° x j 

ondc a amplitude de transmissao T , que estamos interessados em calcular, 6 de- 
finida por 

\Y= e7a~\ 


(10.78) 
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SioLerriis qusnticos simoles 


pois A e a amplitude da onda incidente. 

Temos agora dots pontos onde aplicar as condicoes de contorno: x = 0 e 
x = a, com 


dp i 

dx 


ik c 


V 


Ae u - 


i 

Be 9 


di p, 

dx 



d x 


k n E 


i kc, x 


Vamos introduzir as notagoes 



(10.79) 


As condigdes de contorno dao entao: 



: X 


= 0 




(pj =cp 9 =^AaB — Ca-D 

K 

Ah = All. =* A _ B = — (C - D) = n i(c - D) i 
d x d x k 0 


(10.80) 


e 




cp 2 =(p 3 => zC A — D = z 0 E 

» * C - ±D = E = 
d x d x z k n 


(10.81) 


As (10.81) permitem exprimir CeDem funcao de E: 
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Por outro lado. as (10.80) dao: 



e. pelas (10.82), 


A = 



2/2 



(10.82) 


(10.83) 


-o 


4 nz 


(* + 0 2 


1 -( 

- *T **1 

1 

+ U 


E 


permitindo obter a (10.78): 


£ = 4n ± 

A (71 - 1 - 1) 2 ^0 



uu. pelas (10.79). 


T . 4tl 

1 

(» + I ) 3 

1 - 

n - 1 N 

2 

e 2lka 

! 

i 

I 


(10.84) 


Esse resultado tem uma interpretacao fisica imediata. Lembrando as ex- 
pressoes (10.26) da refletividade r e transmissividade t do degrau dc potencial. a 
(10.84) se escreve 




Sistemas quSnlicos iinples 



* * > 


j _ e K n -'y o« . 

t 

,1 ~rt ix ) 

, A = 2k a] 


(10.85) 


o que corresponde aos resultados obtidos na otica quando discutinios as franjas de 
interferencia numa lamina defaces paralelas (See. 3.4). 

Com efeito: o denominador 1 - re iA . onde r e o produto das amplitudes de 
reflexao nas duas interfaces (lembrando que a interface reflete igualmente hem dos 
dois lados) e A a defasagem para atravessamento duplo da lamina, neste caso cor- 
respondendo ao que seria incidencia J_ na otica, e exatamente o mesmo encontrado 
na (3.34). representando a soma de todas as multi-reflexoes internas. O numerador 
contem t, o produto das amplitudes de transmissao para entrar e sair da lamina, e a 
dcfasagcin ]kna assoclada ao atravessamento da lamina. 

Podemos portanto aplicar aqui a discussao dos efeitos de interferencia dada na 
Sec. 3.4. Teremos para a probabilidade de transmissao tf (total) 


c .\ 


•A rails 
J\ nc 




o que da, pelas (10.85) e (3.35), 


5' = 


r + 4 r sen 2 (k a) 




( 10 . 86 ) 


(10.87) 


Como na Seg. 3.4, 


probab. de transmissao = 1 


kj a = jn { A = 2 j n (interf. construtiva) { ff = = 1 


kj a = (j + yin: { A = (2 j -hi )k (interf. destrutiva) { J = 3m n = 


f \ - r 


\2 


V 1 +r. 


j inteiro 


( 10 . 88 ) 



10-4 Setters de poienod t&ea&Aea 


Na otica, o mdice de refracSo depende em geral da freqiiencia co (dispersao). 
Aqui, analogamente, e preciso levar em coma que k depende da energia E . Pela 
(10.76), 


ka = pm(E-V) | (10.89) 


V(x) 


1 

1 



0 

i 


a 



V 

l 



Fig. 10.13 Poco retangular 


Embora tenhamos tornado uma barreira 
na (10.75), a solucao tambem se aplica a 
estados com E > 0 para um poco de po- 
tential reiangular (fig. 10.13). basiaudo 
substituir 


V 7 -> -V 


(10.90) 


toman do sempre V > 0 . O indicc de re- 
fracao fica 


n — Jl + — 

-(barreira) = n < 1 . 

V E 

4-(poco ) = n > 1 


e, pela (10.26), 


( -Je t v - -Je'' 

i 

] 

{ Je + v + Je 



(10.91) 


(10.92) 


Vimos na otica que os picos de transmissao tornam-se estreitos quando r 6 
muito proximo de 1. Pela (3.37), a semilargura de um pico e da ordem de 

" 2 £ = 2 (1 ~ r) (10.93) 

A (10.92) mostra que r e proximo de 1 nas seguintes situagoes: 

(/) Baireira, 0 < E -V « E <- (pouco acima do lopo) j 
; (ii) Poco, 0 < E « V 


( 10 . 94 ) 
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S ; sternas quanticcs simpSes 


Analogamente, pela (10.88), os mfnimos de transmissividade sao proporcionais 
a ( 1 - r ) 2 , que e pequeno nas mesmas situacoes (10.94). 

Pelas (10.88) e (10.89), os maximos de transmissao correspondem a energias 
Ej tais que 


^2 m (Ej + V') a / Ti = jn (j = 1,2,...) 


ou seja 



r -2 f-2 *> 

71 Tl 


£ ; . + v = j- 

(7 = 1 , 2 ,...) 

< 2 m a 1 j 


(10.95) 


Como o 2.° membro cresce com j ' . as (10. 94) so podem em geral ser satisfeitas 
para os valores mais baixos de j . Para E » V, os picos tornam-se muito largos e 
o contraste entre maximos e mmimos e pequeno. 



Fig, 10.14 Transmissividade em funcao da energia 


O andamento tipico de como fungao de 
E para o caso de um poco esta represen- 
tado na fig. 10.14. Em contraste com o 
caso da otica (Sec. 3.4), nao ha periodici- 
dade em E e as franjas vao ficando cada 
vez mais largas e menos nftidas. O caso 
da barreira, com E > V, e analogo. 

Os picos mais estreitos, para os va- 
lores mais baixos da energia, s5o chama- 
dos de ressonancias de transmissao. Qual 
e a razao desse nome? 

Nuui liuiitc cm que sc livcssc r = 1 (ic- 
flexao total nas interfaces a* = 0 e x = a), 
os maximos de transmissao em 


kj = jk/ a (j = 1,2,...) 


(10.96) 


corresponderiam aos nfveis de energia discretos (10.42). 

Logo, os picos podem ser considerados como um fenomeno de ressondncia 
com essas energias, da mesma forma que as ressonancias de um tubo de orgao na 
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acustica, p. ex. ( F is. Bds. 2. Sec. 6.4): a freqiiencia das “oscilacoes forcadas” coin- 

Para urn poco, podemos pensar nas 
ressonancias como um prolongamento 
ao espectro continuo do espectro dis- 
crete de nfveis de energia ligados (fig. 
10.15): no continuo, cada “mvel” res- 
sonante tem uma largura A E em ener- 
x gia correspondente a (10.93) para os 
nfveis estreitos. A origem dessa lar- 
gura e a transmissao para a regiao ex- 
terna [s = rna (10. 93)], como seria a 
extremidade aberta no caso de um 
tubo de orgao. 

No espalhamenlo de eletrons de baixa 

energia (£ - 0,1 eV) por atomos de 
Fig. 10.15 Ressonancias como niveis virtuais gases nobres (Ne> Ar)? 0 bservam-se 

ressonancias de transmissao : para determinadas energias. os atomos comportam-se 
como se fossem praticamente transparentes aos eletrons. Esse fenomeno, conhecido 
como efeito Ramsauer , e analogo ao que acabamos de discudr. mas seu tratamento 
adequado requer a teoria do espalhamento tridimensional. 

(b) 0 < E < V : Tunelamento (barreira) | 


Esse caso corresponde k energia E" na fig. 10.12. Como na (10.27) para o 
degrau de potencial. a solucao anterior permanece valida, bastando tomar 


: Jfcj - cjftzl - i^Zm(y - E ) / ft = i K Qc > 0) I (10.97) 


A 2. a eq. na (10.77) fica entSo 

[ cp 2 (*) = C e~ Kx + D e Kx (0 < x < a)j (10.98) 


cide com a das "oscilacoes livres”. 



0 


mas aqui, ao contrario do degrau. nao se pode excluir a exponencial crescente, 
porque x nao se estende ate + 00 (regiao finita). 



S'Stefras quSnbcos simples 


Como na (10.9). tambem o 


“indice de refracao” sc torna imaginario: 


n = k 2 / k {) = i K / k 0 = i r) (rj > ()) 

i 


A (10.85), com essas substituigoes, fica 



J — £ _T l*0 a ~‘ 


: 0 « 



4 i q 

( ,:r i + ! ) 3 


1 - 

- r 

2 

e- 2 « a 

K ir \ + K 


Vamo-nos limitar a uma ‘‘barreira espessa”, supondo 


Ka » 1 


(10.99) 


( 10 . 100 ) 


( 10 . 101 ) 


pois podemos cntao desprezar o termo cm c 1Ka no denominador da (10.100), o 
que leva a 



16 T -2 Ka 


tf + 1 ) 


( 10 . 102 ) 


Pclas (10.97) e (10.99), 


7 V’ , , V 


16E(V - E ) -2jzm{v-E)« 

v* * 


(10.103) 


Classicamcnte, uma partfcula com E < V nao podcria penetrar na regiao 2 
(proibida): sofreria reflexao total. Quanticamente, a partfcnla pode ‘’lunelar” atra- 
ves da barreira : a probabilidade de transmissao (10.102) - (10.103) e pcquena, mas 
* 0. 

Esse efeito de tunelamento e tipicamente ondulatorio, analogo a reflexao total 
frusirada (Sec. 5.9). Quanto niais csireita a barreira e/ou mais proxima estiver a 
energia E do topo 1/ da barreira, maior a probabilidade de tunelamento. 
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1 0.5 Estodo iur ddinentoi do ofoirio ci?. nicJrcgehio 

O tunelamento quaniico se manifests nu- 
ma grande variedadc dc fcnomenos. Uma 
das primeiras aplicacSes foi a teoria de 
G. Gamow da desintegracdo alfa , em que 
um nucleo dc n.° atomico 2 e n.° de mas- 
sa A emite uma partfcula a (nucleo de 
He): 


(z ,A) -» (Z - 2, A - 4)+ aj (10.104) 

O modelo de potencial | tridimensional : 
V = V ( r ) ] esta ilustrado na fig. 10.16: a 
partfcula a, de carga + 2c, precisa 
veneer a barreira coulombiana de carga 
(Z - 2)e, do nucleo residual, per tunelamento. A grande sensitividade da exponen- 
tial na (10.103) a variacao de V E explica por que as meias-vidas para desinte- 
gracao a variam desde ~ 10 _/ s ate > 10 10 anos. 

Outras aplicacoes sao a emissao dc campo, a emissao "a frio” de eletrons de 
um melal sob a acao de um campo eletrico; microscopios de emissao e de tunela- 
mento, tunelamento em semicondutores, etc... 

£gfgs<i@ fsiB6disara8@i8#®I if@m© laidi , @g!#8ai© 

Como exemplo importante de um estado ligado tridimensional, vamos tratar o 
estado fundamental do atomo de hidrog&nio. 

Tcmos nesse caso um problema de dois corpos (proton e eletron), com seis 
graus de liberdade espaciais (as tres coordenadas de cada uma das duas parliculas). 
A cquacao dc Schrodingcr scria uma “cquacao dc ondas” num cspaco 6 dimen 
sional (para n partfculas, 3 n - dimensional), mostrando que interpretacoes “intuiti- 
vas” da mecanica quantica em Lermos dc propagacao de ondas exigiriam uma “in- 
tui^ao multidimensional”. 

Entretanto, como no problema classico de dois corpos com forcas centrais, 6 
possfvel separar o problema em termos do movimento do centro de massa e do 
movimenlo relativo, este descrito pelo potencial coulombiano (central); o CM se 
comporta como uma partfcula quantica livre de massa igual a massa total. 

Interessa-nos a cquacao de Schrodingcr para o movimento relativo, que e a 
equacSo dc Schrodinger tridimensional para o potencial coulombiano, associada a 
um estado esiacion£rio de energia E: 



Fig. 10.16 fvlodelo de Gamow 

da desintegracao alia 



Sisremo; q y $nticos simp.es 



h 2 
2 m 


A (p + V (r)q> 


E<p 


onde, como na (7.34), 


V(r) = 


4n e 0 r 


_ 

r 


(10.105) 


(10.106) 


Na (10.106), como no problema classico de dois corpos, m deveria ser a massa 
reduzida (Ffs. Bds. 1, Sec. 10.10) do sistema eletron-proton, dada por 



(10.107) 


Como m, y /m e » 1 (~2x 10’) . porem, m ~ m e , a massa do elctron [ mas a 

precisao espectroscdpica requer o uso da (10.107)]. 

Para estados estacionarios ligados (com o zero de energia correspondendo a 
r — > <*>), temos 


E = H £ l 


(10.108) 


e temos de procurar solugoes normalizaveis da (10.105), que so existem para valo- 
res discretes de E (autovalores), os niveis de energia do H. 

A soiu^ao geral da (10.105) depende das 3 eoordenadas (r,0 ,<b) do elytron 
em relagao ao nucleo. A dependencia de 8 e § e dada por fungoes que em geral tem 
carater oscilatorio, e por conseguinte tem nodes . como as (10.74). Como esperamos 
que a energia cresca com o n.° de nodos, como nos exemplos visios, e s 6 estamos 
interessados no estado fundamental (de energia minima), procuraremos uma 
solugao independente de 0 e (j> (/. sem nodos na dependencia angular): 


<P = <P 0 ! 


(10.109) 


Dai decor re 


3cp _ di p dr 
3 x dr 3 x 


x 




r 


( 10 . 110 ) 







10.5 L sic do 'fuf-idi2.ner.iai do alomo de riidogenio 


e, usando a identidade (9.85). 


A 9 = div (V 9 ) 


d<f / dr 
r 


div r + r 


f \ d 9 ^ 

s dr , 


( 10 . 111 ) 


dx , dy , dz 

dlvr = a7 + 37 T aI 


= 3 


1 d 9 ^ 

_ r d | 

cx. 

-6 

1 

1 d 9 1 d 2 9 

U dr j 

r dr 

i J dr) r 

1 1 r 2 

r~ dr r dr 


levando a 


A 9 



d cp 1 d (p 

dr r dr 


d 2 cp 
dr 2 


{ | A( p(t) 


d 1 cp 2_ chp 
dr 2 + r dr 


( 10 . 112 ) 


o que tambem pode ser obtido calculando d 1 /dx 2 , d ' /dy\ d 7 /dz 2 . 

Levando esses resultados na equagao de Schrodinger (10.105), resulta 


n 1 

V<p 2 

d 9 ^ 

** <0 - 

-l £ l<p 

i 2 m 

| 

^r 2 r 

*0 

r 


( 10 . 1 13 ) 


Seja 



(10.114) 


e vamos introduzir o raio de Bohr (7.47), 



(10.115) 
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A (10.113) fica entao 


d 1 cp 1_ d (p ^ 2 

dr 2 r dr a 0 r 


(p - K 1 (p = 0 


(10.116) 


da qual lemos de enconcrar uma solucao normalizdvel para determinar o autovalor 
K [que da a energia. pela (10.114)]. 

Para r — > °o , a (10.116) deve reduzir-se a 

% — K~ CD = 0 T (D -4 A e~ K 7 + B e* 7 (r — > «* ) 

dr 2 L ‘ V J 


onde K = 4 K " ( > 0 ). Mas o 2.° termo e uma exponencial crescente (nao nor- 
malize vel), de forma que temos de ter B = 0. Podemos procurer entao uma solucao 
tentativa sem zeros (nodos) da forma 


cp (/-) = N e Kr 


(10.117) 


o que da dy/dr — — K cp. Levando na (10.116), vemos que ela e satisfeita se 
tomarmos 


II 

(10.118) 

o que pela [10. 1 14), leva ao autovalor 


i ih })1 1 


\ E \~ , 2 ' 

(10.119) 

2ma a ; 



que 6 a energia do esiado fundamental do dromo de hidroginio , ja obtida na 
teoria de Bohr |cf.(7.52)|. Aqui, porem, e um resultado exato da mecanica 
quantica. 

Rcsta calcular o fator de normalizacao A 7 na (10.117). Devemos ter, dada a 
simetria esferica, 
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ou scja ; pda (10.1 IB), 



( 10 . 120 ) 


o que da r finalmente, pela (10.117), 

( 10 . 121 ) 

A probabilidade de encontrar o clctron entre /* e r + dr, ou seja, dentro de uma 
casca esferica de volume 4 rzr 2 dr com centre no nuclco (proton) e 

d P = 4n r 2 I <p (r)| 2 dr = X f e - 2r/ "“ d r (10.122) 

! g o 

A densidade de probabilidade d P/d r e maxima para 





2/ - e ~ 27/a " - —r 1 e~ 2r/a< ' 




ou seja ; para 



( 10 . 123 ) 



S;sie~~= qus n::co> s'redes 


dP 

cr 



Fig. 10.17 Densidade de probabilidade radial 
mais provdvel do eletron ao niicleo. 


A fig. 10.17 ilusira o axidamento da 
densidade de probabilidade radial. 
Vemos que e maxima para uma distcin- 
cia do niicleo igual ao raio de Bohr. 
Enireianto. longe de termos nma orbita 
circular plana com este raio, temos 
uma “nuvem de probabilidade” esferi- 
camente simetrica, cuja densidade cai 
exponcncialmente para r » a$. onde 
o raio de Bohr corresponde a distort cia 


O valor esperado do raio atomico e { r) = | oq (Probl. 4). 


RelaQdo com o principio de incerteza 
Para um eletron a distancia r do nucleo. a energia potential e 



(10.124) 


Por outro lado ; um eletron confinado dentro de uma esfera de raio r possui. pelo 
prinefpio de incerteza. uma energia cinetica minima 



h 1 

2 m r 2 


(10.125) 


ou seja, uma energia total 


E(f)=T(,-) + V(r)> 


h 2 


2 m r 


£ 

r 


(10.126) 


Para r — > 0 , E — > «>. para r E 0, por valores negativos (V domina 
em relacao al). Logo, E ( r ) deve passar por um minima , o que acontece para 


0 = 


(IE _ tr , q 2 _ if ' 

I 3 ‘ ’ 2 

dr m r r r~ 


1 - 


h 1 / mq 2 ^ 


K 


i r = 


(10.127) 
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Logo, a energia do atomo de hidrogenio no estado fundamental e a energia 
minima compatfvel com sua localizacao (“energia de incerteza*’). 

Estados excitados tem nodos (Probl. 9), o que aumcnta a energia cinetica. 


Momento angular 

O operador quantico (vetorial) associado ao momento angular e definido por 
extensao da mecanica classics (principio de correspondence): 


I A 

|I = rxp = -/ArxV 


(10.128) 


Results entao da (10.110) que, para qualquer fungao de onda esfericamente 
simetrica. 


1 o (r) — — i ft r x V <p (/*) — 


-i ft r x 


1 ^ = 0 
r dr 


( 10 . 129 ) 


ou seja, simetria esf erica corresponde a momento angular zero. Diz-se que a fun- 
930 de onda e nesse caso uma onda s. 

Temos aqui outra diferenca entre o estado fundamental do hidrogenio na me- 
canica quantica e na teoria de Bohr [nesta, o estado fundamental tinha momento 
angular = ft : cf.(7.50)] 

Para obter os estados excitados do atomo de hidrogenio, e preciso desenvolver 
a teoria quSnlica do momento angular no caso geral, o que se faz cm cursos mais 
avancados de inecanica quantica. 

1$loS © Prisicipie de ExsSmsss® 

Alem do momento angular orbital (10.128), o eletron tern tambem um mo- 
mento angular intnnseco , como o foton, associado a polarizagao. Para o foton, 
como vimos na Seg. 8.9, a projecao do momento angular intnnseco sobre uma dada 
direcao (a diregao em que ele se propaga) lem autovalores ± ft. Dizemos entao que 
o foton tern spin 1 (momento angular intrfnseco medido ern unidades de ft). 

No caso do eletron, que e, ao contrario do foton, uma particula carregada, o 
spin da origem a uma propriedade caracterfstica da rotagao de uma carga (ernbora 
nao se possa pensar no elytron como se fosse uma especie dc giroscopio carre- 
gado): a existdneia de um momento de dipolo magnetico intnnseco, como um ima 
microscopico. 



SsteiTvss q j&i?iras srrpl?« 


Em consequencia dele, um feixe de eletrons e afetado por um campo mag- 
netico inomogeneo. como dipolos elelricos se deslocam num campo eletrico inomo- 
geneo (Fis. Bds . 3, Sec. 4.5). Uma experiencia realizada por O. Stern e W. Gerlach 
em 1921, fazendo um feixe atravessar um campo B forteraente inomogdneo. mos- 
trou que o feixe se divide em duas componentes. associadas a dois unicos valores 
possiveis da projecao do spin na direcao de B: + fi/2 e — ft/ 2. Em 1925, G. 
Uhlenbcck c S. Goudsmit propuseram a ideia de que o eletron e uma partfcula de 
spin 1/2. 

Assim, na mecanica quantica nao-relativfstica. o eletron deve ser descrito nao 
apenas por uma. mas por um par de funcoes de onda (vetor coluna de duas compo- 
nentes), para incluir os efeitos de scu spin (polarizacao intrfnseca). Uma repre- 
sentacao desse tipo foi proposta por W. Pauli. Portanto, uma descricao complete i do 
estado de um eletron e dada por um vetor de estado que tambem inclui a descricao 
da polarizacao (spin). 

Uma partfcula dc spin 1/2, como o eletron, obedece a um novo principle da 
fisica quantica, tambem formulado por Pauli, o principio de exclusao : 2 eletrons 
(mais geralmente, duas particular dc spin 1/2 ) ndo podem ocupar o mesmo estado 
qudntico. Por exemplo. nao podem ocupar a mesma posi^ao r e ter spins (TT) pa- 
ralelos (mesma polarizacao): podem ocupa-ia se liverem spins (Td) antiparalelos 
(polarizacoes opostas). O mesmo se aplica a dois eletrons dc mesmo momenta p. 

O principio de exclusao tem conseqilencias extremamente importantes, quando 
consideramos atomos com mais de um eletron. Assim, no atomo de He, que tem 
dois eletrons, ambos podem ocupar o mesmo nfvel de energia no estado fundamen- 
tal, um estado s analogo ao do hidroggnio, mas para isso devem ter spins opostos 

(U). 

Por outro lado, para o Li, que tem 3 eletrons, o 3.° eletron nao podc mais 
ocupai u niesiiio estado tipo hidrogfcnio dos ouiros 2: tem de ir para um estado 
mais excitado, onde lende a eslar mais distante do nucleo. Por conscguinte, esse 
eletron esta mais fracamente ligado, e deve ser mais facil ionizar o Li que o H. 

Com efeito, a energia de ionizacao do H, como vimos, 6 de 13,6 eV. A do He 
e de 24,6 eV ; a do Li e de 5,4 eV. 

Do ponto de vista qufmico, o He e um gas nobrt, com reatividade muito bai- 
xa. Seus dois eldtrons formam uma camada fechada (camada K). Ja o Li e um 
elemento alcalino, com forte reatividade qufmica, que transfere facilmente seu ele- 
tron mais externo para formar um ton positivo e uma ligacao ionica, como no fluo 
reto de lft io. 
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Vemos assim que o principio de exciusao desempenha um papel fundamental 
na explicacao das propriedades quimicas don elementos , e o mesmo vale para a 
explicacSo de tabela periodica de Mendeleev. 

O principio de exciusao tambem e essencial para explicar a estabilidade da 
materia . Se nao fosse pelo principio de exciusao, nada impcdiria que v dr ion atom os 
de H, em lugar de formar moleculas, juntassem todos os protons de seus nuclcos. 
coni uma unica nuvem de muitos eletrons em torno deles, formando uma configu- 
racao mais estaveL pelo aumento da atracao conlombiana. Em lugar disso, podemos 
ter no maximo dois eletrons, de spins opostos, funcionando como “cola” para ligar 
dois protons: e a molecula de H 2 , e a base da ligacao quimica covalenie . 

E ainda 0 principio de exciusao que atua na explicate do ferromagnetismo, o 
alinhamento dos spins e momentos magneiicos, em materials como o ferro, que e a 
origem dos imas permancntes. 

1© 0 T Movimento die em cristsiig 

Uma das aplicacoes mais importantcs da mecanica quantica ao estudo da cs- 
irutura da materia e a ffsica da materia condensada (ou fisica de esiado sdlido), 
uma das areas mais ativas da fisica atual. Para ilustrar alguns conceitos basieos da 
area, vamos considerar, num modelo altamente simplificado, o espectro de energia 
associado ao movimento de urn eletron num “cristal umdimensionaJH. 


Um cristal, como vimos ao discutir a di- 
fragao de raios X , e uma rede periodica 
tridimensional , cujos elementos sao ato- 
mos ou grupamentos atomicos. O metal 
alcalino mais simples, p. ex., que e o Li, 
cristal iza formando uma rede cubica cen- 
irada , conforme ilustrado na fig.- 10.18, 
onde cada atomo tem 8 vizinhos. 

Como vimos, cada atomo de Li tem um eletron mais fracamente ligado (na camada 
mais externa). Como cada atomo esta ligado a 8 vizinhos, e cada ligacao une 2 ato- 
mo s, ha 4 ligacoes por atomo. Uma ligacao covalenie, como a da molecula de H 2 , e 
formada por 2 eletrons de spins opostos. Como so ha um eletron exterao por 
atomo, ha apenas 1/8 da carga necessaria para uma ligacao covalcntc, torn an do 
muito fdcil que 0 eletron da camada mais externa migre de um dtomo para oulro. 



Fig. 10.18 Rede cubica centrada 
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Assim. o que e caractenstico de um metal e que existem eletrons quase livres 
para deslocar-se atravds da rede cristalina. Essa grande mobiiidade dos eletrons 6 
uma das principals razoes porque os metais sao bons condutores de eletricidade; 
ainda antes da mecanica quantica foi formulada a teoria dos eletrons livres para 
exp] i car a condutividade de um metal. 

Para ter uma ideia do tipo de espectro de energia de um eletron num cristal, 
vamos considerar um modelo unidimensional da rede periodica, representado na 
fig. 10.19. 


AV(x) 
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Fig. 10.19 Rede periodica unidimensional 


O potencial V(x) associado a rede, que e semido por um eletron, 6 uma serie 

de pocos retangulares atrativos, de profundidade U e largura b (representando os 
>» 

“ions” ), com periodo espacial 


l = a + b ! 


(10.127) 


O teorema de Bloch 


O hamiltoniano associado ao movimento do eldtron na rede 6 


H = 


9 2 


2m dx 


j + V(x) 


(10.128) 


O potencial V (x) rcprcsenta o efeito de todas as particulas do cnstal, exceto o eletTon considerado. 
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lim cristal macroscopico e formado por um grande numero de atomos. Despre- 
zando efeitos de superffcie, vamos inicialmente supo-lo infinito; neste modelo unidi 
mensional, isto equivale a dizer que V(x) 6 uma funcSo periodica em toda a reta; 

v(x + l)=v(x) (-» < x < 00 ) (10.129) 

I J 

o que implica 

H(x + l) = H(x) (Vx)i (10.130) 

A 

Vamos definir o operador de tr ana lac do xf aplicado a uma funccio f (x) por 

Sf(x)= f(x + l) (10.131) 


Seja cp(.r) um estado estaciondrio de H com energia E: 

H (*)<p (x) = E cp (r) ( 1 0. 1 32) 


Pela (10.131 aplicada a funcao H ( x)f(x ), temos 


f H (x)f (x)= H(x + l)f (x + /) = H (x)f (x + l) 

= H(x)S 


ou seja 


comutador 


o que implica 


$ . &(x) f(x)= 0 , V / (x) 


y , h (a ) 


= 0 


(10.133) 


Mas, pelo que vimos na Se£. 8.10, esta e uma cond^ao necessaria e suficiente 
para que os operadores *6 e H(x) tenham um conjunto completo de autofuncoes 


em comum. 
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2 ; 


Logo, os estados estacionarios (10.132) podem ser escolhidos como autofun- 
goes de rS: 


l?cp(x)= A.<p(x) j 
H o (a-) = E (p (a) 


X - auto valor 


( 10 . 134 ) 


A 

onde X nao precisa ser real (9* nao e um observavel). 

A 

Pela definicao de 9*, isto da 


<p (x i /) = X cp (a) (y x) 


( 10 . 135 ) 


Mas, pela condicao de normal izacao, devemos ter 


1 

(x + I = A-') 


]H z + 0f dx = tf Jb( r )r d 


=] io(^r ** 


o quo da 



( 10 . 136 ) 


permitindo portanto escrever k como 11 m fator de fose: 



(10.137) 


onde k e real e e definido por esta relacao e pela (10.135). 
Definindo w* ( x ) por 



(10.138) 


as (10.135) e (10.137) dao 
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<0 (x + /) = U k (x + /) = e iu <p (x) = e ,k ™ u k (x) 


«i (-V + 0 = U k (x) (10.139) 

As (10.138) c (10.139) constituem um caso particular, unidimension al, do teo- 
re/na de Bloch. Elas mostram que os estados estacionarios do eletron num potencial 
periddico (— < x < <*>) lem a forma de ondas de comprimento de onda 
A, = 2n/k ( k real) e de amplitude Uk(x) periodica , ou seja, podcndo variar demro 
de uma unidade da rede (sftio). mas a mesma em cada sftio. 

Assim, o elelron fica “livre” no sentido de estar deslocalizado: ha a mesma 
probabilidade de ser encontrado no entorno dc cada um dos sitios. A relacao 
(p ( x 4- /) = e 1 * 1 <p(x) mostra ainda que k l representa a defasagem entre duas uni- 
dades vizinhas da rede. 


Solucao do problema de contorno 



l 

3 

^ V(x) 

0 2 

i a+b=/ 





E 





-U 







Fig. 10.20 Nivel de energia num periodo da rece 


Basta agora considerar o problema dentro 
de um periodo (fig. 10.20). 

Tomando 



i 

E - h ~ K 1 < 0 

2 tn 

0 > E > -U 

1 - 

E + U ~ kl > 0 | 

2 m 


(10.140) 


obtemos, como na (10.77), as solucdes 

q> (x) = A e ikoX + B e~ ik ° x 
= Ce K x + D e~ Kx 


(— b < x < 0) 
(0 c * < a) i 


(10.141) 


que, pelas (10.138), correspondem a 


u t (x) = Ae'^- k)x + Be~‘^ k)K 
'«*(*)= Ce {K -‘ k)x + De~ 0CHk)x 


(- b < x < 0) 

(0 < x < a) 


~(K+ik)x 


(10.142) 
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^siei’ios cudni'LOi simo’es 


onde Uk ( x ) e periodica de perfodo /. 

As f lingoes (p e dcp/dx tem de ser contfnuas nos pontos de descontinuidade; 
logo, o mesmo vale para u k ( x ). Devido a periodicidade de u k (x), basta aplicar as 
condigoes de contorno cm x - 0 c x - a; isto implica que permanecem validas em 
x = ± L a ± L etc. 

Em x = 0, obtemos: 


' A-r B = C+D 

i (k 0 - k)A - i (k Q 4- k)B = (K - ik)C - (K + i k)D 


(10.143) 


Para aplicar as condigoes em x = a, notamos que, pela periodicidade, a solugao d 
direitci de a € 


—b<x<0 

I u, 1| m a <*-*« + B (10 _ I44) 

(a < x < a + b = /) 


o que, juntamente com a segunda (10.142), da, em a- = a , com a — l = -b. 


i(A 0 - k)Ae< k ^ k > -i{k, + k)Be^ b = (K - ik)Ce {K ~' k)a (10-145) 


Mulliplicando ambos os membros por e lka e com as notacoes 


i e ik ° b 

— Zo 

. e lk ° b 

* i 

= : 

K a 


-K a 

1 

e = <; . 

e — 

5 


(10.146) 


obtemos 


Ikl 


i e 


.ikl. 


z q A + Zq B \ % C + — D 

s ) <; 


k <>o A kQ -h k Zij B 


= (K - ik)% C — (K + ik) ] - D 


(10.147) 
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As (10.143) e (10.147) sao um sistema homogeneo de 4 equacoes lineares nas 
4 incognitas A, B, C, D. Para que haja solucao nao trivial, o determinante do sis- 
tema tem dc anular-se, o que da a condicao de autovalores. 

Apos um cllcuio bastante trabalhoso, resulta a condicao 


l = a + b 


F (E) = ^ — — — sh ( K a ) sen (fe 0 b ) 4- ch ( K a)cos> (fc 0 b ) = cos (k /) j (10. 148) 

2 K kr\ 


Como acontece nos problemas tratados anteriormente, o resultado permanece 
valido quando a energia E 6 > 0 , E = It 2 /2 m K. 2 , com k real, bastando fazer a 
subsliluigao [cf. (10.140), (10.141)] K — > iKna (10.148). 

Pelas (10.140), ko e K se exprimem em fungao da energia E, de forma que o 
l.° membro da (10.148) e uma funcao F(E). No 2.° membro, k e um parametro tal 
que [cf. (10.135) e (10.137)] 


<p (x + l) = e ikl (p (r) ! (10.149) 

correspondendo a variagao de fase da fungao de onda entre sitios vizinhos. 



A fig. 10.21 mostra o grafico de F{E) para valores tlpicos dos parametros. 
Como o domrnio de variacao de cos (k!) estd entre - 1 e + 1, so existem solucoes 
da equacao de autovalores (10.148) dentro desse domlnio. Vemos na figura que 
isso so acontece dentro de uma serie de faixas desconexas da energia E. 
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Sistemas Quadtrees simples 

Obtemos assim urn resultado fundamental: o espectro de energia associado a 
um cristal uni dimensional e um espectro de bandas, separadas por lacunas "proibi- 
das”, onde nao ha nfveis de energia. (Dentro de cada banda, nesse modelo em que 
o “cristaf' e infinito, a energia varia continuamente). Essa e nma propriedade geral 
da propagagdo de ondas em estruturas periodica s, valida tambem. p. ex., para 
filtros eletricos (ondas de voltagem ou corrente), como vimos (Ffs. Bds. 3, Sec. 
10.9). 

Para energias E < 0, que corresponderiam a estados ligados discretos nos po- 
gos de potencial individuals, as bandas sao estreitas: os nfveis de energia mais 
prof undos em cada po$o, correspondentes aos eletrons mais fortemente ligados aos 
sitios da rede, sao os menos afetados pela presen 9 a dos outros sftios. 

A cstrulura dc bandas pcrsistc para Z7 > 0, acima dos topos dos po£us dc pu- 
tencial, mas as lacunas ficam cada vez mais estreitas a medida que E cresce. 


Numero de ntveis nutna banda 

At6 agora, iratamos do “cristal unidimensional” como se fosse infinito. Na 
realidade, um cristal macroscopico tern tantos atomos que os efeitos de superficie, 
associados as condicoes de contorno na superficie do cristal, sao praticamente des 
preziveis, ou seja, quase nao influe m nas propriedades volumetric as do material. 

Podemos emao escolher condicoes de contomo que minimizam os efeitos da 
superficie. As mais simples sao condigoes de contomo periodicas : para uma cadeia 
linear de N atomos, com x = 0 e x = N l nos extremos, elas correspondent a impor 


<P(0) = <pO v O 


N l = “ comp rimento do cristal ” = L 


(10.150) 


ou seja, pela (10.138), 


u k (0) = e ikNl u k (Nl) 

'-r 

\ / 

iguais pela (10.139) 



(10.151) 


o que da autovalores discretos para k: 



2 k j 
Nl I 


(n = 0,± l.± 2,.,.) 


(10.152) 
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Como a condicao para os autovalores de E s6 depende de kl , os nfveis de 
energia nao se alteram pela substituigao 

(10.153) 

de modo que, para obter todos os nfveis, basta confinar k a um intervalo de com- 
primento 2k / l, tal como 

(10.154) 

t / 

Esse intervalo 6 varrido quando, na (10.152), n varre exatamente N valores 
inteiros sucessivos. Logo, existem, N mveis cm coda, banda . N sendo o numero 
toial de dtomos do cristal (neste modelo, em que ha 1 atomo por sftio). 

A razao de ser desse resultado e que a banda se origina de um nfvel ligado de 
um uni co poco, mas o cletron correspondentc pode estar em qualquer um dos N 
pogos, o que leva a N situagoes possiveis. 

Como F (E) na (10.148) so depende de k atrayes de cos (fc/) , as solugoes 
para E sao fungdes pares de k . Pela fig. 10.21, as extremidades das bandas de 
energia correspondem a fcf. (10.154)] 

(10.155) 


Logo, curvas tfpicas de E em fungao 
de k (para E < 0) tem a forma indi- 
cada na fig. 10.22. 

Qual e a origem ffsica da formagao de 
lacunas para k = ± n //? A (10.138) 
mostra que k desempenha um papel a- 
nalogo ao do numero de onda da onda 
eletronica no cristal, ou seja, 

Fig. 10.22 Energia como fungao da k 

(10.156) 





k -r p • — (p = ±1,± 2 ,...) 




que 6 a condicao para reflexao de Bragg da onda eletronica nos sitios do cristal 
unidimensional (“incidencia” _L , d sen0 = d = /). 

Para k = ± n/l . as solucoes estacionarias nao sao as ondas e~ !(K/n * , mas 
ondas estacionarias obtidas superpondo uma onda incidente com sua reflexao de 
Bragg, 


. il.g .XX 

cp + «= e 1 + e 1 


= 2 cos 


f Kx'] 



. XX _ k X 

fp_ «= p 1 — p 1 


2 i sen 



(10.157) 


Como I cp± ( jc ) l 2 . e a densidade de proba- 
bilidade eletrdnica, vemos que, para qx.. 
ela e maxima onde o potencial e mais 
atrativo (x = 0 . ± /,...); para <p_ ; e nula 
nesses pontos e maxima (fig. 10.23) onde 
Y( x ) = 0. Essa e a origem da lacuna de 
energia, e vemos que ela deve ser da or- 
dem de grandeza da profundidade do 
poco associado a cada sitio. 

Fig. 10.23 Origem da lacuna de energia 

Aplica£ao: metais , isolantes e semicondutores 

Os eletrons que estivemos discutindo sao aqueles mais fracamente ligados aos 
iitomos, chamados de eletrons de Valencia (que tambem sao responsaveis pelas li- 
gagoes quimicas: daf o nome). Para o Li, ha urn eletron de Valencia por atomo, ou 
seja, N eletrons. 

Yimos tambem que N 6 o numero de nfveis de energia em cada banda, no 
modelo simples em que ha um so atomo em cada cdlula unitaria do crislal. Pelo 
principio de exclusao, segue-se que cada nfvel comporta 2 eletrons de spins opos- 
tos. ou seja, 2 N eletrons por banda. 
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No caso do Li. so ha N eletrons dispo- 
nfveis (1 por atomo), de modo que a ban- 
da fica semi-cheia (fig. 10.24): e muito 
facil entao um eletron ser excitado a nf- 
veis vrnnhos nao-ocupados. Em particu- 
lar. isso acontece quando se aplica um 
campo eletrico: o material 6 condutor. 
Isso vale para todos os cristais de metais 
alcalinos, como Li, Na, K, Rb: sao subs- 
tancias metdlicas. 


Os atomos dos rneiait nobres (cobrc, prata. ...) tambcni tcm um numcro impar 
de eldtrons de Valencia e um &tomo em cada celula unitaria. Logo, tambem terao 
uma banda semi-cheia, o que e responsavel pelas suas propriedades metalicas e 
condutividade eievada. 


Elementos com um numero par de ele- 
trons de Valencia, como o enxofre (que 
lem 4) podem satis fazer o principio de 
Pauli preenchendo totalmente os nfveis 
de uma banda (fig. 10.25). Nesse caso, 
para que possam ser excitados eletrons a 
banda superior vazia, e necessario fome- 
cer-lhes uma energia igual a lacuna A, 
que no enxofre e de 2.4 eV. 

Como a energia termica media a tempera- 
tura ambiente 6 ~ 0,025 cV, o fator dc 
Boltzmann exp( — A /KT) . torna 

desprezfvel a probabilidade de 
transposicao da lacuna; nao e possivel 
criar uma corrente eletrica com campos 
Fig. 10.25 Bandas para um isolante elelricos normais aplicados: o material e 

isolante. 

Por oulro lado. fotons na regiao azul do espectro tern energia suficiente para 
excitar eletrons atraves da lacuna, scndo portanto absorvidos: dai a coioracao ama- 
rela de um cristal de enxofre. 
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Num semicondutor puro ( intrinseco ), a 
lacuna A entre a ultima banda total - 
mente precnchida ( banda de Valencia) e 
a primeira vazia acima dela ( banda de 
conducdo) e muito menor (fig. 10.26), 
tipicamente da ordcm de 0,5 eV. 

A temperatura T = 0, o material 
seria isolante . Entretanto, a temperatu- 
ra ambiente, ja ha lima fra§ao dos ele- 
trons termicamente excitada do topo 
da banda de Valencia para o fun do da 
banda de conciuqao: o material tem 
uma condutividade o a temperatura 
Fig. 10.26 Bandas para um semicondutor intrinseco ambicnte tipicamente - 10 10 vezes mai- 

or que a de um isolante, embora ainda muilas ordens de grandeza menor que a de 
um metal. 

Tem grande importancia em microeletronica os semicondutores dopados, que 
coutem conceutracoes pequenas c controladas de alomos de itnpurezas, quebrando 
a regularidade da rede cristalina. A presenca de iinpurezas afeta os nfveis de ener- 
gia e fornece novos portaciores de corrente. Isso e aplicado nos transistores. 



Alguns dos aspectos mais peculiares da ffsica quantica surgem quando se con- 
sideram estados correlacionados de 2 particular. 

Vamos exemplificd-los voltando ao exeinplo da polarizacao de fotons. Vamos 
considerar um sistema de 2 fotons que se propagam na mesma diregdo z , embora 
nao neccssariamente no mesmo sentido (vamos aplicar os resultados a fotons em 
sentidos opostos). 

Na representacao em que o vetor de estado de polarizacao linear na direcao 0 

6 cos ^ uma base e formada pelos vetores de estado 
sen 0 



0 

1 


( 10 . 158 ) 
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que representam f 6 tons linearmente polarizados nas direcoes x e y, respectivamente. 

Para descrever o sistema de 2 fdtons , 6 preciso ter vetores coluna de 4 compo- 
rt entes, pois temos de representar amplitudes de probabilidade para que. com anali- 
sadores orientados nas diregoes x e >\ respectivamente, cada um dos 2 fdtons seja 
encontrado com cada uma dessas polarizacoes (4 possibilidades). 

Uma base conveniente se obtdm usando o produto direio dos vetores da base 
(10.158). O produto direto de 2 vetores coluna e definido por 


v 




A 


a A 
a B 
b A 

, b 


Mton 1 fdlon 2 


(10.159) 


Um vetor da base e o produto direto 


* (0 * ( 2 ) 


vOy 




vO, 


0 

0 


Amplitude de probabilidade de achar 
o foton 1 linearmente polarizado na 
direto x c o foton 2 tambem 


Analogamente, obtemos os demais. A base c entao 


— 

v 


'0 s 

x(l)x(2) = 
h)i 

0 

0 

A 

x(l)y(2) = 

Kill), 

1 

0 

,0, 





y 0 ) x (?) - 

1 '), ® H, 

0 

1 

y (0 y ( 2 ) = 

in,® in, 

0 

0 

00 


(10.160) 


e o vetor de estado geral de polarizagSo para 2 fdtons e 



Sisiemas qucntic.os simples 


| V) = ¥*, * (1) * (2) + ¥.v, v (')>' ( 2 ) + ¥,, y 0> (2) + ¥v, >’ (0- v ( 2 ) = 


(10.161) 


onde. p/ ex., \\f yx e a amplitude de probabilidade de achar o foton 1 linearmente 
polarizado na direcao ye 2 na direcao x. 

Consideremos agora o estado (normalizado) 


\S) = 






1 

42 

x(l)^(2) + y(l)y(2) 

_ 

1 

“ 4i 

0 

0 




,u 


(10.162) 


que se chama emaranhado , porque nao pode ser decomposto num produto de um 
estado do foton 1 por um estado do foton 2. Pela interpretacao fisica vista na 
(10.161), esse e um estado em que h& probabilidade 1/2 de achar atnbos os fotons 
polarizados na direcao x e probabilidade 1/2 de achar ambos polarizados na direcao 
y\ on seja, cm que as polanzacoes lineares dos dois fotons estao correlacionadas: 
ambas t&m a mesma diregcio (x ou y). 

Ascsim, se (usando um analisador) verificamos quo o foton 1 tem polarizagao y, 
podemos afirmar. com certezci , que o foton 2 tambem tem a mcsma polarizacao y. 



Consideremos agora (fig. 10.27) oulro 
par de eixos (x' y') no piano ( xy ), onde 
x / faz com x um angulo 0. Se tomarmos 
novos vetores de base lias di redoes x' e 
y\ teremos 


Fig. 10.27 Rotagao de eixos 
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. fcos0' 
X = 1 

^sen 8 j 



cos 8 t 


7T 


^sen 



-sen 8^ 
^ cos 0 J 


(10.163) 


e podemos definir o estado 



(10.164) 


o que da 


1 1 


r eos0 >l 


^cosG" 1 


' -sen 6^ 


( —sen 0 A 


' S > ’ 12 


^sen 0 j 

© 

^sen 0 j 

+ 

^ COS 0 y 


^ COS 0 y 



i 

2 

1 

2. 




^cos 2 9 


^ sen 2 0 ^ 



cos 2 0 + sen 2 0 



1 


cos 9 sen 6 


-sen 0 cos 6 


i 

0 

1 

0 

72 


sen 0 cos 0 

+ 

-cos 0 sen 0 


" 72 

0 

72 

0 



j>en 2 0 y 


^ cos 2 0 y 



^sen~ 0 + cos 0, 


7, 


s ') = \s) 


(10.165) 


ou seja 


I 5 ) = [* (0 * (2) + yOM2)] = ^[-v'(0 -v' (2) +/(!)/( 2) 


(10.166) 


Assim. no estado S , as polarizagdes lineares dos dois fdtons sdo paralelas , 
qualquer que seja a dire g do 8 escolhida. 

O paradoxo EPR 

Consideremos um atomo num estado excitado que, numa transi^ao para outro 
estado, emite 2 fotons em direcoes opostas, no estado de polarizacao I S ) (veremos 
logo um exemplo concreto). 







X 



Fig, 10.28 0 paradoxo EPR 


Nesse caso, se tivermos (fig. 10.28) dois analisadores de polarizacSo, de um 
lado c do outro do atomo, com seus eixos paraielos a diregao x, e se o foton 1 
puss a pelo seu analisador, ou seja, e linearmente polarizado na direcao x, podemos 
garantir que o foton 2 tambem. sera linearmente polarizado na mesma direcao x . 

Como os analisadores 1 e 2 podem estar tao distantes um do outro quanto 
quisermos, tenderfamos a achar que a determinacao da polarizagao do foton 1, sem 
perturbar em nada a polarizacao do foton 2, permite-nos predize-la. Segundo A. 
Einstein, B. Podolski e N. Rosen [Phys. Rev. 47, 777 (1 935)1, devenamos poder 
dizer entao que o foton 2 tem uma polarizacao linear bem definida na direcao x. 

Mas vimos na (10.166) que o mesmo se aplica a qualquer outra direcao x’, 
que forma um Z 9 arbitrario com x p. ex., 0 = tc/4: o foton 2 teria entao tambem 
uma polarizagao linear bem definida nesta outra direcao. 

Por outro lado, vimos na Sec. 8.10 [cf. (8.122)] que polarizacoes lineares em 
direcoes diferentes (nao perpendiculares) sao observaveis incompaitveis: um foton 
nao pode ter simultaneamente valores bem definidos para elas. Embora formulado 
originalmente de forma diferente, esse e o paradoxo EPR, e a conclusao desses 
autores foi que a mccanica quantica seria uma teoria incompleta, pois nao permite 
representar estados em que coexistem valores bem definidos da polarizacao linear 
em diferentes direcoes, embora seja possfvel prcdizc-Ius “sem perturbacao". 

David Bohm, em 1952, formulou uma “interpretacao causal” da mecaniea 
quantica, admitindo a existencia de “variaveis ocultas”, que teriam valores bem 
definidos (como, no excmplo acima, polarizagoes lineares em diferentes direqoes), 
mas sobre as quais a teoria quantica so daria informagoes incompletas. Como se 
poderia testar entao a existencia dessas variaveis? 

Em 1965, John S. Bell mostrou que haveria testes experimentais realizaveis 
(em prinefpio) para esse t'im. Numa experiencia do tipo acima, orientando os anal- 
isadores em 3 direcoes diferentes, formando angulos de 120° entre si, e medindo 
probabilidades dc que os 2 fotons passem pelos respectivos analisadores quando 
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formam um determinado angulo, e possivel mostrar que, para uma combinacao a 
bem definida dessas probabilidades, qualquer teoria local (sem acoes a distancia) 
de variaveis ocultas leva a uma desigualdade (desigualdade de Bell) que, neste ca- 
so, e da forma 


<5 <> 7 


ao passo que a mecanica quantica leva a 


a 


MQ 


<i4i 


(10.167) 


(10.168) 


permitindo, portanto, violar a (10.167). 

Um experimento crucial foi realizado em 1982 por A. Aspect, F. Grangier e 
G. Roger [Phys. Rev. Lett. 49, 91 (1982)]. Eles utilizaram pares de fotons emitidos 
nuraa transicao no “° Ca , em que o par e produzido no estado \S) . Para os angulos 
que empregaram, a previsao da mecanica quantica era [violando a (10.167)] 

°mo “ 2,70 


e o resultado experimental foi 


<5 exp = 2,697 ±0,015 

violando claramente a desigualdade de Bell (10.167). 

Num experimento posterior (A. Aspect, J. Dalibard, G. Roger, Phys. Rev. Lett. 
49, 1804 (1982)], as orientacoes dos analisadores de polarizacao dos fotons 1 e 2 
cram alteradas aproximadamente ao acaso , a intervalos de 10 ns , com os dete- 
tores separados por uma distancia L de 12 m, o que da L/c ~ 40 ns . Logo, ne- 
nhum sinal podia ser transmitido de um detetor para o outro durante o tempo de 

voo dos fotons. Apesar disso, as correlates e a viola^ao da desigualdade de Bell 

, , * 

persistiram! 


Em 1997, N. Gisin etai observaram as correlates para fotons separados por dist&ncias da ordem de 10 
km! 
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CuaniCCi 


Nesse sentido, portanto, as correlacoes sao ndo-locais . e uma teoria de varia- 
veis ocultas teria de ter acdes instantaneas k distancia para ser compativel com 
el as, o que, para Einstein, nao seria uma solucao satisfatoria, pois, em suas pala- 
vras: “So se pode achar uma escapatoria supondo que a medida de 1 (telepati- 
camente) altera a situacao real de 2 ou negando situacoes reais independentes a 
objetos separados por um intervalo do genero espago. Ambas as alternativas me 
parecem inteiramente inaceitaveis”. 

Embora as correlacoes EPR sejam n&o-locais, nao violam o principio relativis- 
tico de que nenhum sinal pode propagar-se com velocidade > c (Seg. 6.6). Com 
efeito, para observar as correlacoes entre os detetores 1 e 2, e preciso comparar as 
obseivacoes feitas, e para isto e preciso, independent entente . transmitir um sinal 
(por exemplo, eletromagnetico) entre 1 e 2 contendo esta informacao. 

O efeito EPR tem uma aplicacao pratica na criptografia, onde se quer trans- 
mitir uma mensagem cifrada de um ponto 1 para outro ponto 2, de tal forma que 
a “chave J! usada para decifrar a mensagem nao possa ser interceptada e decodi- 
ficada. 

A chave, que 6 uma seqU6ncia ao acaso de bits (0 ou 1). tem de ser transmi- 
tida entre os 2 pontos “a prova de mtercepgao”. Os resultados de uma experiencia 
EPR, onde 0 e 1 podem, por exemplo, corresponder as polarizacoes lineares x e y, 
satisfazem a esta condicao justamente porque nao transmitem nenhum sinal. rcprc- 
sentando puro acaso. A informagao esta contida na correlagao entre os resultados 
observados em 1 e 2. Esse metodo de criptografia quantica ja esta sendo empre- 
gado [A. K. Ekert, Phys. Rev . Lett . 67. 661 (1991). 


Descoerencia 



Consideremos um foton que incide sobre 
uma lamina transparente (fig. 10.29), de 
tal forma que a refletividade e a transmis- 
sividade sejam iguais (ambas 50%). 
Quanticamente, o vetor de estado resul- 
tante e uma superposigao coerente de 

11) (foton no feixe refletido) e 

12) (foton no feixe transmitido), como, 
p. ex., ( 1/V2) (I 1) + 12)). 


Fig. 10.29 Divisao de feixe 
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Um tal estado 6 muito diferente de uma "mistura estatfstica”, em que o foton 
estaria com iguai probabilidade em I 1 ) ou em I 2 ), sem que saibamos onde se 
cncontra. 

Com efeito, na superposicao quantica coerente, e possfvel, usando um disposi- 
tive do tipo dc um interferdmetro de Michel son, voitar a reunir os feix.es 1 e 2 e 
observar interferencia entre dois caminhos possfveis. Nesse sentido, podemos dizer 
que o foton esta ao mesmo tempo nos feixes 1 e 2, evoluindo pela equacao de 
Schrodinger. 

Isso pode nao ser muito surpreendente para um objeto microscopico, como o 
fdton. Mas, se a mecSnica quantica e o prinefpio de superposicao tambdm se apli- 
cam a objetos macroscopic-os, conforme acreditamos. por que razao eles nao apare- 
cem em superposicoes coerentes dc estados macroscopicamente distintos? 

Esse aparente paradoxo foi formulado em 1935 por Schrodinger, nos seguintes 
termos: 

“Um gato esta encerrado numa camara de aco, juntamente com o seguinte me- 
canismo diabolico (inacessivel ao gato); dentro de um contador Geiger, ha uma 
pequena quantidade de material radioativo, tao pequena que no decurso de uma 
hora talvez um unico atomo se desintegre, mas com iguai probabilidade de que isto 
nao aconteca. Se acontecer, o contador. atraves de um rele, ativa um martelo, que 
quebra um frasco de acido prussico. Deixando o sistema isolado durante uma hora, 
rcsulta que o gato estara vivo caso nenhum atomo se desintegre ao longo deste 
perfodo. mas que uma unica desintegracao basta para envenena-lo. A funcao de 
onda do sistema todo representa essa situacao como uma superposicao do gato vivo 
e do gato morto em partes iguais” 

A superposigao quantica coerente, nesse caso como no exemplo acima, do 
foton, difere de uma distribuicao estatfstica. em que as probabiiidades dos dois 
estados seriam iguais, pela possibilidade, em prinefpio, de observar interferencias 
entre eles. 

Recentemente houve progressos importantes na elueidacao desse problems. As 
variaveis empregadas na descricao dc um sistema macroscopico constituem apenas 
uma fragdo diminuta do conjunto total de variaveis (microscopicas) que seriam ne- 
cessarias para caracterizar completamente o seu estado quantico. Todas as demais 
variaveis nao sao observadas, o que representa uma perda de informa^ao. 

Esse e um processo comparavel ao que ocorre na dissipa 9 ao dc cncrgia macros- 
copica por atrito, em que energia mecanica e convertida em calor por transference 
a graus de liberdade intemos. 
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Sistemss qudnricos iimpies 


Para que urn si sterna seja observado, e preciso que ele seja aberto, ou seja, que 
interaja com o ambiente que o rodeia (o "resto do Universo”)- Esse ambiente nao 6 
observado, e a informagao que recebe do sistema macroscopico e assim perdida. 
Note a referenda a “deixar o sistema isolado” no trecho acima de Schrodinger. 

Pode-se mostrar [cf. W. H. Zurek, Phys. Today 44, 36 (1991)] que esse “atrito 
da informacao” e o processo responsavel pela perda da coerencia quantica na es- 
cala macroscdpica. Ele 6 chamado de descoerencia , e ocorre numa escala de tempo 
muitas ordens de grandeza menor do que os tempos usualmente observaveis, pas- 
sando assim despercebido. O tempo de descoerencia e inversamente proporcional 
ao “grau de macroscopicidade” do sistema. 

Entretanto, tomando precaucoes especiais para reduzir a interacao com o am- 
biente, foi possfvel, recentemente. observar o efeiio e medir o tempo de Uescoer6n- 
cia num sistema de alguns fotons contido dentro de uma cavidade ressonante a 
baixas temperaturas [M. Briine et aL, Phys . Rev. Lett . 77, 4887 (1996); veja tam- 
bem S. Haroche et aL. La Recherche 301, 50 (setembro de 1997)]. 

A interagao com o ambiente parece ser responsavel, ao menos cm parte, pelo 
carater probabilistico da teoria quantica, o aspecto “Deus joga dados” que tanto 
desagradava a Einstein. Seria o preco a pagar pelo “pecado original” de estudar um 
sistema de forma isolada, fazendo abstracao de sua interacao com o resto do Uni- 
verso, que e uma das bases do metodo cientffico ( Fis . Bds. 1, Sec. 1.3). 

E um grande m6rito — e nao um defeito — da teoria quantica ter atingido a 
fronteira onde se toma aparente o efeito dessa interagao sobre o mundo ffsico. 


PROBLEMAS 


1. No problema do degrau de potencial (Seg. 10.2), mostre que nao podem 
existir estados estacionarios com E < 0. 

Sugestao: Escreva as solucoes nas regioes 1 e 2 e mostre que nao e possfvel 
satisfazer as condicoes de contomo em x = 0. 

2. No problema da barreira retangular (Sec. 10.4), calcule a amplitude de re- 
flexao R = P/A e a probabilidade de reflexdo *15. Mostre que Q + 9* = 1 . 
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3. Uma particula de massa m esta 
confinada, em uma dimensao, por um 
pogo de potencial retangular, limitado a 
esquerda por uma barreira impenetravel 
(fig.), correspondendo ao potencial 

v (*) = - (x < 0), 

= -V(0 < x < a), 

- 0 (x > a). 

onde V > 0. 


(a) Para - V < E = — I E I . escreva as solucoes estacionarias dc energia E da 
equagao de Schrodinger dentro e fora do pogo de potencial. 

(b) Aplicando as condigbes de contorno, demonstre que os autovalores da 
energia s2o as raizes da equacao 





tg 

pm(v- |£|) 

lv- 

E 

Cl 

h 

_ 

V iq 1 

i 


4. Demonstre que o valor esperado da distancia do eletron ao nucleo no estado 
fundamental do atomo de hidrogenio e { r ) ^ § uq. 

5. Calcule os valores esperados da energia cinetica ( J) e da energia potencial 
( V) no estado fundamental do atomo de hidrogenio e verifique que satisfazem ao 
leorerna do virial: (V) - -2 (T). 

Sugestao: Use a (10.112). 

6. Um eletron esta confinado dentro de uma camada delgada num semicon- 
dutor. Tratando-a como uma lamina de espessura a entre paredes impenetraveis [cf. 
(10.35)1. estime a , sabendo que a diferenga de energia entre o estado fundamental 
e o primeiro estado excitado e de 0,05 eV. 

7. Um feixe de eletrons de 2 eV incide sobre uma barreira de potencial retan- 
gular de 4 eV de altura e 1.0 A de espessura. Qual e a probabilidade dc trans- 
missao? Qual seria para eletrons de 3 eV? 



8. Uma parrfcula se encontra confmada nuraa caixa com paredes impenetraveis 
de largura cl em uma dimensao. Para r = 0. ela se encontra. com certeza, na metade 
direita da caixa, haven do igual probabilidaae de ser encontrada em qualquer ponto 
dessa metade. 

(a) Obtenha uma funcao de onda uncial que descreva a partlcula. 

(b) Qual e a probabilidade de que uma medida da energia, para r = 0. encon- 
tre-a no estado fundamental? 

Sugestao: aplique a Regra II. 

9. A solucao mais simples, com nodes, da equacao de Schrodinger para auto- 
estados s do atomo de H [eq. (10.116)] e da forma 

cp (/*) = ( A r -r 5) exp (— k: r) 


Procure uma solucao dessa forma. Mostre que o nivel de energia correspondente 
(estado 2s) e identico ao l.° estado excitado na teoria de Bohr. 



417 


RESPQSTAS DOS PROBLEMAS 


1. (a) tg 0ig = n l2 *, (b) 0i3 = 53° (ar/agua) ; 0i* = 56 ,7° (ar/vidro). 

2 . 20 . 

3 . (n - 1 ) para n par; n para n fmpar (exceto para uma fonte situada na bissetriz, 
quando sao n - 1 ). 

4. (a) 87,5 cm ; (b) 80 cm. 


5. d - h sen 0 1 


f \ 

^ n cos 0 


tJi n 2 sen 2 0, 


8. (c) 137,5° 


9- 0 m ax = ncsen 


nr - 1 


15. 1,14 cm 


17. (a) R = 4di/3 - 33,3cm ; (b) p = d \/ 3 8,3cm 


(±A - l) 

18. P = ± V •— / 
A 

se correspondem. 


q = — (±A - 1)/, 


onde sinais superiores e inferiores 


19. (a) / = - 1 m ; (bj /= + 6,27 m. A lente passa de divergente a conver- 
gence: a ciassificagrio se inverte para fndice de refracao relativo < 1. 
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Respostes Cos prabisnas 


20. q = R 


^(^ 12 ) ~ Sen2 9i ~ COS 0j 
na aproximacao paraxial, tende a /' 


n 


12 


^/ 2, 2 


22 . 



D 2 

8 (»12 “ 0 * 


23. i j . _ 0*2 ~”i) + 0*3 ~ r h) 

p ' q ‘ k 2 


tlrs 

26. x = - 7 (X 0 In 
n 


(/i n -t- w';) + -/(« n + »';) 2 - («o g 0 ) 2 

rt o (l + Po) 


27. n = 2 


28. (a) p = 2 f ; (b) m = - 1 


CAPITULO 3 

XD 


2 . 



(«-l) 


4. 8,8 x 10 -1 rad 



Respostas - Cdp.5 
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2 

5. (a) h ~ — ; (b) p„ = \im X R (m = 0,1,2,...) 

2 /? 


7. 



Agj 

1 + (/ A co) 


A t = 


1 

A co 


CAPSTIJSL© 4 


2. X = 6.006 A 

5. 113 km ~ 6,5% do raio da Lua. 

6. (a) Da ordem de 100 m. (b) 9,8 x 10 8 rad ~ 0,02" 

10. (a) 55.000 ; (b) 9 « 31,6° ; S 9 = 5,6 x 10~°rad 


12. (a) 


sen 


(3* + l)f 


sen 


(,V + 1) 


3 A 


fA> 

sen 

^3 A') 

Uy 


V 2 J 


13. 85 


CAPITULG 5 

1. a = - = - ; S' = S ; U' E -U M U' M - U £ 

V c 


5. (a) Circular levogira, amplitude 2 a ; (b) Eliptica dextrogira, eixos 3 a e a. 
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^espoita; rios prcbismas 


6. (a) d = -l\, o / (, h _ , Z| ) ; (b) circular ; (c) 4 = 0,027 ram 

7. Em ambos os casos, a intensidade nao varia com a rotacao do analisador ; (b) 
Para luz natural, continua nao havendo variacao ; para polarizacao circular, a inten- 
sidade transmitida varia e se anuia para duas orientacoes (opostas) do analisador. 

8. I = — 7 0 cos 2 0 sen 2 © 

9. n l2 • (k, E, - k, E,) = o / £ 0 


10 . T l = 


2 sen 0- 


sen 


(e, + e 2 ) 


77, = 


2cos0, sen0 2 


sen (0, + 0 2 ) cos (6, -9,) 




li. (b) /, = 


h = 


sen (2 0,) sen (2 9,) 
sen 2 (0, + 0.) 


h ~ 


sen (2 0,) sen (2 6,) 
sen 2 (0, +0,) cos 2 (0, - 0,) 


h = 


4 n 


(" + 1 )' 


(e, = o) 


13. (a) r x = 


y+b 


(b) t ± = 


4 ti- 


ri 2 + 1 


1 


(c) P = 



SAPITUL© 6 

6. (a) = 7 (jr, - pjcb) ; x/ - x 2 ; xi = a- 3 : V = v(x 0 - p.v, ) 

9. tg 0 - y tg 0 O 


10. E de 216 milhoes de reais 



Resposcos - Ccp.6 
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11. (a) 533 : (b) 99,9998% 

,2 - v 7 v » = HI/ HI 

13. (b) 2,23 T 


14. (a) x(t) = 


m n c 


Ai 

m o c . 


1 F 


(bl * (0 = r It ‘ 2 ; (C )x(t) -> ct 
- m o 



16. (a) M„ = tJ 2 (l + a) m 0 ; (b) V = a v / (l + a) 


17. (a) tg 9 


tg 9' 

4' - p 2 


(b) L - L 0 


V . ^ 


1 - p 2 

cos 2 0' + sen 2 0' 

LV v 

_ 



19. (a) 


2P 

+ P 


; (b) 




*> 

c" 


22. c 
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Responds dcs problem =5 


CAPITULO 7 


1. (a) 300 m ; (b) 4,1 x 10" 9 eV ; (c) 7,5 x 10 


30 


2. (a) 4,2 eV ; (b) 4,1 eV 


3. 17.6 MeV 


4. tgcp = 


v sen 0 


v fl - v cos 0 


b. 32,5 eV 


7. (b) 6.403A 


9. (b) 0,027% 


10. E n — 71% CO ; freqiiencia co 


11. (a) E n = 


rr fi~ 

Mr} 


; (b) £ = 7,6x1 O’ 3 eV 


12. (a) 1,242 x IQ -13 cm (b) 1,5 A 


14. (a) E n = -2 


m e 


(4Jt) n 2 (e 0 ) Tr 


(a = 1,2, ...) ; (b) -E, = 


CAPITULO i 


2 . 


+ = 


0 


'0 N 

J, 


. Nesta representacao, os vetores de 


polariza^ao circular direita e esquerda sao os vetores de base. 


54,4 eV 


estado de 



Respostas - Cap. 1 0 
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7. (a) p = cos 2 6i cos 2 ( 6? - 6 1 ) ; (b) 0, 





4- P* = P ; t = t a 

5. p = \C + f 4 | C_f 4 2 Re (Cl C + e 2it l ) (k = p / ft) 

j = [ l c C - l c -l 2 ) v ( v = p / m ) 


T _ 4 r sen : (to) 

« 4 lJ[l-re i4 J t 2 +4 r sen 2 






6. a ~ 4,8 x 10 ’m 


7. 2 eV: 2,04x10^ : 3 eV: 1,07 x 10 -4 

|0 (() < x < a/2) 

8. (a) 9 (0 = ; (b) p = ~ 

•y2 /a (a/2 < .v < a) 


9. <p(r) - N (r - 2 a 0 ) exp 
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